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Проблема и её связь с научными и 
практическими задачами. Одной из глав-
ных проблем при получении качественно-
го сырья для производства чугуна является 
выпуск годного агломерата, удовлетворя-
ющего наилучшим условиям по крупности 
для питания доменных печей [1, 2]. 

В подавляющем большинстве для дробле-
ния агломерационного спека, полученного 
методом горячего спекания, широкое рас-
пространение нашли одновалковые зубчатые 
дробилки с длинными зубьями, работающие 
по принципу продавливания массива спечён-
ного коржа железорудного агломерата через 
зазоры в колосниковой решетке с помощью 
вращающихся зубьев звездочек ротора [3, 4].  

Однако крупность готового продукта, 
выходящего из машины, при этом не все-
гда отвечает оптимальным условиям, т. к. 
обеспечивается большая вероятность обра-
зования кусков достаточно крупных разме-
ров, сравнимых с высотой спекания шихты. 

С целью стабилизации и выравнивания 
готового агломерата по фракциям предприя-
тиями постоянно проводится поиск путей 
усовершенствования конструкции одновал-
ковых зубчатых дробилок. Например, 
уменьшение расстояния между колосниками 
приводит к существенному возрастанию из-
носа рабочих органов машины, а повышение 
частоты вращения массивного ротора, мас-
сой более 3 т, может приводить к возникно-

вению повышенных вибраций из-за влияния 
дисбаланса неуравновешенных масс [5]. 

Круглосуточный режим работы пред-
приятий черной металлургии не способ-
ствует качественному проведению науч-
ных исследований и сопряжен с суще-
ственными трудностями технологическо-
го, организационного и научного характе-
ра, что не приветствуется руководством 
таких предприятий и создает большие не-
удобства самим исследователям.  

Поэтому одним из актуальных направ-
лений исследований расширения возмож-
ностей одновалковой зубчатой дробилки 
могут выступать методы математического 
моделирования [6, 7] на основе использо-
вания уже существующих и прошедших 
апробацию известных методик. 

Постановка задачи. Одним из важных 
рабочих органов одновалковой зубчатой 
дробилки выступает узел ротора с разме-
щенными на нем девятью звездочками с 
длинными зубьями, диаметр которых со-
ставляет 1300 мм. С целью обеспечения 
устойчивой работоспособности машины, 
ротор приводится в движение с достаточно 
малой частотой вращения, составляющей 
4,7 об/мин, что обеспечивается редуциро-
ванием вращения вала ротора электродви-
гателя с достаточно большим передаточ-
ным числом, доходящим до 140, посред-
ством многоступенчатого редуктора. 



Наукоемкие технологии и оборудование в промышленности и строительстве. 2025. № 8 (82) 

МАШИНОСТРОЕНИЕ 

63 

Это позволяет минимизировать влияние 
неуравновешенных масс на динамику ра-
боты машины. Однако при значительном 
повышении частоты вращения её рабочие 
органы и другие элементы могут претер-
певать значительные нагрузки, неблаго-
приятно сказывающиеся на работоспособ-
ности и снижающие надежность кон-
струкции в целом. 

В связи с этим, целью настоящей рабо-
ты является разработка математической 
модели описания динамических режимов 
одновалковой зубчатой дробилки при её ра-
боте на повышенных частотах вращения. 

Объект исследования — технологиче-
ский процесс дробления агломерационно-
го спека в одновалковой зубчатой дробил-
ке горячего агломерата. 

Предмет исследования — закономер-
ности описания динамических процессов, 
связанных с вращением массивного ротора 
на основе много- и двумассной моделей 
одновалковой зубчатой дробилки. 

Задачи исследования: 
– оценка механических процессов, от-

ражающих динамику работы одновалко-
вой зубчатой дробилки; 

– разработка многомассной математи-
ческой модели, учитывающей наиболее 
полное влияние узлов и деталей ротора; 

– разработка двумассной математиче-
ской модели для упрощения численных 
расчетов динамики машины. 

Методика исследования. Исследование 
динамики работы одновалковой зубчатой 
дробилки проводили аналитическим путем 
на основе теоретического обоснования. 
Более полное математическое обоснование 
динамических процессов, происходящих в 
дробилке, описывали её многомассной мо-
делью. Для упрощения численных расче-
тов определения влияния параметров раз-
рабатывалась двумассная динамическая 
модель рассматриваемой машины. 

Изложение материала. Конструкция 
одновалковой зубчатой дробилки пред-
ставляет собой массивный корпус, в кото-
ром на подшипниках качения установлен 
вал с набором звездочек (рис. 1). Ниже 
имеется горизонтально расположенная ко-
лосниковая решетка, составленная из 
набора отдельных элементов. 

Описание механических процессов, 
происходящих в дробильной машине при 
дроблении агломерационного спека, ими-
тируется многомассной математической 
моделью с учетом динамических процес-
сов, характерных для работы одновалко-
вой зубчатой дробилки [8, 9] на основе 
структуры, показанной на рисунке 2. 

 
1 — корпус; 2 — зубчатый ротор; 3 — электродвигатель; 4 — редуктор; 5 — подшипниковые узлы 

Рисунок 1 — Конструктивная схема одновалковой зубчатой дробилки горячего агломерата 



Наукоемкие технологии и оборудование в промышленности и строительстве. 2025. № 8 (82) 

МАШИНОСТРОЕНИЕ 

64 

 

Рисунок 2 — Схема многомассной модели 
одновалковой зубчатой дробилки 

Крутящий момент, создаваемый асин-
хронным трехфазным электродвигателем 
рассматриваемой конструкции дробильной 
машины, выразим через M1 = Mдв. Он 
определяется по математической формуле, 
приведенной ниже: 
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где ω0 — синхронная угловая скорость 
вращения вала ротора электродвигателя; 
ωн — номинальная угловая скорость вра-
щения вала ротора электродвигателя; 
ωдв — действительная угловая скорость 
вала электродвигателя. 

Составим уравнения вращающихся на 
валу масс (без учета редуктора) [9]: 
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где Ii — момент суммы мощностей приво-
димых моментов i-ого ряда дробящих звез-
дочек относительно оси вращения ротора 
машины (i = 2, 10); I1 — момент инерции вала 
электродвигателя; φi = φi(t) — угловое поло-
жение i-той массы; М2, …, М10 — результи-
рующие моменты внешних сил, действую-

щих на каждую массу; Мji — моменты со-
противления упругой деформации в соеди-
нениях; Сji — жесткости соответствующих 
упругих связей различных дискретных масс. 

Для учета углов поворотов и моментов 
упругостей воспользуемся соотношениями 
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Ввиду того, что момент М1 от трехфаз-
ного асинхронного электродвигателя зада-
ется формулой (1), система (2) будет вы-
глядеть следующим образом: 
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Так как системы (3) и (4) имеют девят-
надцать уравнений и столько же неизвест-
ных функций φ1 = φ1(t), …, φ10 = φ10(t); 
М12 = М12(t), …, М9,10 = М9,10(t), то можем 
исключить из уравнений (3) и (4) десять 
неизвестных функций от φ1 до φ10. 
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Для этого выполним деление первого и 
второго уравнения (4) соответственно на I1 
и на I2, а затем вычтем из первого уравне-
ния второе, продифференцировав полу-
ченную разность [9]. 

Получим следующее выражение: 
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где β1,2 — циклическая частота, харак-
теризующая собственные колебания 
двумассной системы: 
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Прибавим и отнимем величину 
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Разделим второе и третье составляющие 
системы уравнений (4) соответственно на 
I2, и I3. После этого из третьего уравнения 
отнимем второе с умножением оставшихся 
составляющих (4) на С2,3. Таким образом, 
будем иметь зависимости (9), представ-
ленные ниже. 

А так как можно предположить, что все 
ряды рабочих элементов дробилки рабо-
тают в примерно равных геометрических и 

механических условиях, можно допустить 
соотношения (10), приведенные в после-
дующем изложении. 

Тогда с учётом (7) математические за-
висимости (5) и (6) будут преобразованы в 
соотношения (11). 
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Полученная система уравнений (12) со-
держит девять неоднородных дифферен-
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циальных уравнений и девять неизвест-
ных, к которым относятся крутящие мо-
менты М12, М23, М34, …, М89, М9,10. 
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Моменты М2(t)…М10(t) зависят от 
внешних нагрузок, возникающих от взаи-
модействия зубьев звездочек и раздрабли-
ваемого агломерата на рабочие органы 
машины. Следовательно, их можно счи-
тать заданными величинами. 

Для более равномерной нагрузки на 
двигатель и зубья звездочек дробилки, а 
также с целью некоторого снижения круп-
ности готового продукта звездочки уста-
навливают в окружном направлении рав-
номерно смещенными относительно друг 
друга [8] на угол φi (i = 3,4, …, 10). Тогда 

 

1 1
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3 2 3
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...............................,
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 
 

 

 (13) 

Таким образом, полученная многомас-
сная математическая модель динамики ра-
боты одновалковой зубчатой дробилки со-
здает возможность анализа динамики её 
работы на основе учета действия сил, ока-
зывающих влияние на рабочие органы, 
подвергающиеся воздействию рабочих 
нагрузок. Это может использоваться при 
совершенствовании и модернизации кон-
струкции с целью повышения её эффек-
тивности работы. 

Так как анализ многомассной модели 
сопряжен с чрезмерной трудоемкостью её 
решения, то целесообразно рассмотрение 
двумассной динамической модели маши-
ны, где приведенная масса характеризует 
дробящие звездочки (рис. 3). 

Математическое описание движения 
масс будет дано в следующем виде: 

 1 1 01

02

,

,

I M M

I M M









  

  
 (14) 

где I1 — момент инерции ротора элек-
тродвигателя; I — момент инерции узла 
вала; С — жесткость, определяющая упру-
гие свойства редуктора в динамических 
расчетах; М0 — момент, возникающий из-
за упругости соединения масс; φi – угловое 
положение і-той массы при повороте; М — 
реакционный момент от действия аглопи-
рога; М1 — крутящий момент асинхронно-
го двигателя, который рассчитывается по 
формуле 

 0
1

0
н

н
M M

 
 


 


, (15) 

где Мн — номинальный крутящий мо-
мент; ω0 — синхронная угловая скорость 
магнитного поля электродвигателя; ωн — за-
явленная угловая скорость якоря двигателя. 

 0 1 2( )M C     . (16) 

В данном случае 

 1( ) ( )t t 


 . (17) 
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Рисунок 3 — Двумассная модель 
одновалковой зубчатой дробилки 

Тогда соотношения (14) и (16) с приме-
нением формулы (15) включает три урав-
нения с тремя неизвестными φ1, φ2, М0 
преобразуются таким образом: 

 
0 1

1 1 0
0

02

,

.

н
H

I M М

I M M

 


 









     


   

 (18) 

Исключим из уравнений (18) и (16) не-
известные φ1(t) и φ2(t), разделив первое 
уравнение (18) на I1, второе — на I, а по-
том отняв из полученного первого уравне-
ния второе, и результат умножим на С, а 
затем продифференцируем: 
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Иначе 
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, 

где β0 — собственная циклическая ча-
стота колебательных движений двумас-
сной системы: 

1
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I I
С
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
  . 

Для дальнейшего решения к правому 
соотношению добавим и вычтем 
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. А с учетом того, что 
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 , будем иметь: 
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 (19) 

Приняв 1I I
T




  и 1

1

Im
I I




, урав-

нение (19) представим в виде 
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 (20) 

Общее решение дифференциального 
уравнения (20) запишем в виде 

 0 01 02( ) ( ) ( )M t M t M t  , (21) 

где М01 — общее решение однородного 
уравнения (22): 

 
2

01 2 0 01
01 010 0

MMM M
m t T





  

    


;(22) 

M02(t) — частное решение неоднородного 
уравнения (20). 

Функцию М01(t) найдем в виде 

 01( ) ktM t A e  , (23) 

где k — корень характеристического 
уравнения 
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22
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0( ) 0kF k k k
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 (24) 

или же 
22

3 2 0
0

1 0
( ) 0kF k k k

I I
 




      , (25) 

где I0 = I1 + I. 

Далее вычислим [9] 
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Таким образом, отрицательный корень 
уравнения (23) находится на интервале 

1 0
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  
 

. 

Так как в одновалковой зубчатой дро-
билке I >>    I1, то имеет место неравенство 
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Согласно [5] корни k определяются 
приблизительно по формулам 
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Откуда 
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, (26) 

где А1, А2, А3 — постоянные величины, 
зависящие от начальных условий при t = 0. 

Найдём частное решение М02 уравне-
ния (16), которое отвечает периодической 
нагрузке 

02 ( ) ( )rkM t M t  , 

где Mrk — частное решение, когда в ка-
честве M(t) выбирают 
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Решение (28) ищем в виде 
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Вычислим производные от функции (28): 
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Приравняем в уравнении (30) коэффи-
циенты при sinPk·t и cosPk·t соответствен-
но, получим выражение 
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или 
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откуда 
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где 
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В результате будем иметь 

 

2 2

2 2 2 2

2 2

( )

cos sin

sin .

rk k k

k k k k

k k k k

k k k k

M t B C

B P t C P t

B C B C

B C P t 

  

       
   

    

. 

Здесь 
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Окончательно 
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Таким образом, 
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Общее решение исходной задачи пред-
ставим так: 

  

 

1
0 1

2 3

1

( )

cos sin

sin .

t
I I

t

k k k k
k

M t A e

e A t A t

b D P t



  














  

      

   

 (36) 

Из зависимостей (36) и (35) следует, что 
при Δ = 0 величина Dk будет бесконечно 
возрастать, что соответствует наступле-
нию резонанса. Следовательно, для недо-
пущения негативного влияния резонанс-
ных явлений частоты вращения узла рото-
ра дробилки необходимо условие Δ ≠ 0: 
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 (37) 

Показатель (37) η=|Dk| используется в 
качестве коэффициента динамичности од-
новалковой зубчатой дробилки и характе-
ризует её амплитудно-частотную характе-
ристику, где ψk выступает в виде её фазо-
во-частотных характеристик. 

Разработанные много- и двумассная 
модели могут служить для учета динами-
ческих процессов, происходящих в меха-
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нической системе одновалковой зубчатой 
дробилки. 

Результаты выполненной работы позво-
лили сделать следующие выводы: 

1. Аналитическим путем получены мате-
матические зависимости, описывающие ди-
намику работы одновалковой зубчатой дро-
билки в виде много- и двумассной моделей. 

2. Многомассная модель, наиболее точ-
но отражающая поведение механической 
части дробилки, описывается системой 
уравнений, содержащей девять неодно-
родных дифференциальных уравнений и 
девять неизвестных, к которым относятся 
крутящие моменты М12, М23, М34, …, М89, 
М9,10, что существенно усложняет работу 
по её численному решению. 

3. Двумассная модель одновалковой 
зубчатой дробилки, хоть и не обладает та-
кой точностью, как многомассная, однако 
легко поддается численному решению, что 
позволяет выполнить оценку сил, дей-
ствующих на рабочие органы машины. 

4. Для исключения вредного влияния 
резонанса при вращении ротора дробилки 
может служить коэффициент динамично-
сти машинного агрегата Δ, т. е. её ампли-
тудно-частотная характеристика, когда ро-
тор должен вращаться с такой частотой, 
чтобы Δ ≠ 0. 

Дальнейшие исследования будут 
направлены на выполнение численных 
расчетов динамических параметров с уче-
том полученных математических моделей. 
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