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Рассмотрена задача анализа перемежаемости пульсаций скорости при электровихревых тече-
ниях расплава в полусферической ванне установки с осесимметричными электродами. Использова-
ны различные методы обработки результатов нестационарного моделирования: дискретное 
вейвлет-преобразование временных рядов, статистические методы анализа приращений скорости, 
алгоритм разделения турбулентных и нетурбулентных событий в сигнале скорости. Рассчитаны 
коэффициенты перемежаемости в различных зонах ванны расплава. Показано, что наибольший 
уровень перемежаемости возникает в области соударения струи с нижней стенкой ванны.  
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Проблема и её связь с научными и 
практическими задачами. Проектирова-
ние высокоэффективных плавильных пе-
чей и агрегатов обработки, разливки и ли-
тья металлургических расплавов тесно 
связано с моделированием и оптимизацией 
турбулентных течений расплава для обес-
печения интенсификации процессов гомо-
генизации температуры, химического со-
става металла и улучшения других техно-
логических показателей [1, 2].  

Данная статья является продолжением 
работ [3–5], в которых нами численно ис-
следуются различные аспекты турбулент-
ности, возникающие при электровихревых 
течениях (ЭВТ) расплава в полусфериче-
ской ванне установки с осесимметричны-
ми электродами. В вышеуказанных рабо-
тах приведены особенности конструкции 
данной установки и методика моделирова-
ния. Отметим, что расчетные профили 
средней скорости и данные по интенсив-
ности пульсаций удовлетворительно со-
гласуются с экспериментальными данны-
ми, приведенными в работе [6]. 

В работах [4, 5] показано, что интенсив-
ность турбулентных возмущений распреде-
лена неравномерно по объему ванны и по 
времени. Для области нижней стенки ванны 
характерны резкие вспышки высокой тур-

булентной активности, сопровождаемые 
наличием большого количества мелкомас-
штабных вихрей. Эти турбулентные вспыш-
ки на вейвлет-спектрограммах имеют вид 
пиков, проявляющихся в случайные момен-
ты времени [5]. Промежутки между этими 
пиками характеризуются малой интенсив-
ностью и различной протяженностью. В то 
же время в центральной части ванны, на ее 
периферии, а также вблизи поверхности 
расплава турбулентные вспышки менее вы-
ражены. Описанное выше явление, характе-
ризующее в общем случае нарушение гло-
бальной однородности турбулентности, по-
лучило название перемежаемости [7]. Пере-
межаемость также распространяется на тем-
пературные поля и поля концентраций, в 
которых образуются анизотропные зоны 
мелкомасштабного перемешивания.  

Постановка задачи. С точки зрения не-
линейной динамики перемежаемость явля-
ется одним из свойств хаотических систем и 
может быть рассмотрена с помощью таких 
подходов, как метод сингулярных возмуще-
ний, мультифрактальная теория и др. [7]. В 
прикладных расчетах исследование переме-
жаемости, как правило, основывается на 
применении различного рода декомпозиций. 
Для декомпозиции сигналов в последнее 
время широко применяется многоуровневый 
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анализ (англ. MRA — multiresolution 
analysis), при использовании которого сиг-
нал скорости может быть разделен на ча-
стотные составляющие, что позволяет ло-
кализовать турбулентные всплески по мас-
штабу и времени [8, 9].  

В классическом подходе к исследова-
нию мелкомасштабной турбулентности, 
основоположником которого является 
А. Н. Колмогоров, анализируется статист-
ка пространственных или временных при-
ращений скорости [10]. 

При количественном анализе пульсаций 
скорости обычно используется коэффици-
ент перемежаемости, который определяет-
ся для заданной точки потока как относи-
тельное время существования турбулент-
ных вспышек [11, 12]. 

Целью настоящей работы является ана-
лиз основных показателей перемежаемо-
сти пульсаций скорости в ванне расплава 
при ЭВТ. 

Объект исследования — токопроводя-
щие расплавы в технологических установках. 

Предмет исследования — нестационар-
ные электровихревые течения в расплаве. 

Задачи исследования: 
– выявление перемежаемости с помо-

щью многоуровневого разложения вре-
менного ряда сигнала скорости и анализа 
статистики приращений скорости; 

– расчет коэффициента перемежаемости 
в различных зонах ванны расплава. 

Методика исследования. Исследова-
лись нестационарные гидродинамические 
процессы в полусферической ванне диа-
метром 188 мм, заполненной эвтектиче-
ским сплавом «индий — галлий — олово» 
при токе в электродах 250 А. Трехмерная 
геометрическая модель данной установки 
представлена нами в работе [3]. Как и в 
работах [4, 5], детально анализируются 
процессы в контрольных точках, распола-
гаемых на различной высоте плоского се-
чения, проходящего через ось ванны. Точ-
ка 1 располагалась в центральной области 
ванны, точка 2 — вблизи нижней стенки, 
точка 3 — вблизи поверхности расплава, 

точка 4 — вблизи центра вихря. Координа-
ты этих точек приведены нами в работе [4]. 

Обработка данных и построение графи-
ков проводились в пакете Matlab, в том 
числе с использованием элементов про-
граммного кода [13]. 

Изложение материала. Так как интен-
сивные пульсации скорости при принятых 
условиях моделирования возникали спустя 
~20 с после подачи электрического тока [4], 
то анализ данных проводился в интервале 
времени t [20, 100] с, т. е. исследуемый пе-
риод Т составлял 80 с. 

Наиболее часто при применении много-
уровневого анализа используется дискретное 
вейвлет-преобразование, которое в упрощен-
ном виде для любого сигнала х(t) может быть 
записано следующим образом [8]: 

 *( ) ( , ) ( ),x
mn

m n
x t W m n t

 

 
    (1) 

где ),( nmW x  — может рассматриваться 
как операция цифровой фильтрации, при 
которой сигнал пропускается через филь-
тры нижних и верхних частот; * ( )mn t  — 
вейвлет-функция. 

В качестве вейвлет-функции нами ис-
пользовался симлет восьмого порядка, ко-
торый является модифицированной верси-
ей вейвлетов Добеши с повышенной сим-
метрией [9]. Отметим, что нами использо-
валась процедура дискретного вейвлет-
преобразования с максимальным перекры-
тием (англ. MODWT — Maximal overlap 
discrete wavelet transform) [14]. 

На рисунке 1 показано вейвлет-разложение 
временного ряда скорости в точке 2. Верхний 
график на рисунке 1 — это исходный вре-
менной ряд скорости, а остальные графики 
представляют собой различные частотные 
составляющие. В таблице 1 приведены ос-
новные характеристики данного девятиуров-
невого вейвлет-разложения. Первые два 
уровня с частотными диапазонами 25–50 Гц, 
12,4–25,2 Гц были проигнорированы в виду 
существенной малости их амплитуды и, со-
ответственно, уровня энергии. 
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Рисунок 1 — Вейвлет-разложение временного ряда скорости в точке 2 

Для данного вейвлет-разложения можно 
записать следующее выражение:  

 
1

( ) ( ) ( ),
M

M m
m

v t A t D t


    (2) 

где М = 9 — количество уровней; 
АМ(t) — аппроксимирующий компонент, 
представляющий самую низкочастотную 
составляющую вейвлет-преобразования; 
Dт(t) — детализирующие компоненты, 
представляющие более высокочастотную 
часть вейвлет-преобразования.  

Особенности данной вейвлет-
декомпозиции достаточно полно отражены 

в таблице 1. Каждый уровень вейвлет-
коэффициентов занимает определенную 
полосу в частотной области, при этом цен-
тральная частота каждого последующего 
уровня приблизительно в 2 раза меньше, 
чем предыдущего. Например, для уровня 
D1 центральная частота составляет 37,5 Гц, 
а для D2 — 18,8 Гц и т. д. В свою очередь 
среднее значение вейвлет-коэффициентов 
в диапазоне D1–D5 с увеличением уровня 
увеличивается, а в диапазоне D6–D9 — 
уменьшается, что обусловлено особенно-
стями цифровой обработки сигнала в паке-
те Matlab. 
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Таблица 1 
Основные характеристики вейвлет-преобразования 

Уровни Диапазон 
частот, Гц 

Относительное 
значение 

энергии, % 

Среднее  
значение,  

м/с 

Коэффициент 
асимметрии 

Коэффициент 
эксцесса 

D1 25–50 0,01 ~1∙10–4 не учитываются 
D2 12,4–25,2 0,01 ~2∙10–4 не учитываются 
D3 6,21–12,6 0,08 0,0011 0,005 4,0 
D4 3,1–6,29 0,89 0,0043 0,002 2,33 
D5 1,55–3,14 1,82 0,0067 –0,042 0,57 
D6 0,776–1,57 1,57 0,0062 –0,057 1,18 
D7 0,388–0,786 1,59 0,0064 –0,007 –0,43 
D8 0,195–0,393 1,15 0,0056 –0,048 –0,32 
D9 0,0976–0,196 0,78 0,0045 0,039 –0,7 
A9 0–0,097 91,92 0,0716 0 –0,74 

 
На основании анализа графиков рисун-

ка 1 можно отметить, что аппроксимиру-
ющий компонент A9 определяет общую 
тенденцию изменения средней скорости во 
времени, а детализирующие компоненты 
отражают различные особенности турбу-
лентных явлений, при этом чем меньше 
уровень вейвлет-преобразования, тем 
меньше и размер вихрей. Исходя из нашей 
работы [5], колебания вейвлет-
коэффициентов на уровне A9 можно ин-
терпретировать как низкочастотные коле-
бания основного крупномасштабного вих-
ря, размер которого сопоставим с разме-
ром ванны, а более периодичные колеба-
ния, показанные на графике, соответству-
ющем уровню D9, можно связать с оборо-
том этих вихрей в ванне с частотой 
~0,1 Гц. Уровни D3–D8 соответствуют 
вихрям меньших масштабов.  

Также из рисунка 1 видно, что по мере 
уменьшения уровня вейвлет-преобразования, 
т. е. увеличения частоты колебаний, сиг-
нал становится все более перемежаемым 
(прерывистым). Эффекты перемежаемости 
хорошо наблюдаются на уровнях D3–D6, 
т. е. в диапазоне частот 0,776–12,6 Гц, соот-
ветствующих не только интервалу диссипа-
ции, но и инерционному интервалу энерге-
тического спектра [5]. Эти эффекты под-
тверждаются достаточно большими значе-
ниями коэффициента эксцесса (табл. 1), ко-

торый также является одной из оценок пе-
ремежаемости [10]. Кроме того, отрица-
тельные значения коэффициентов асим-
метрии вейвлет-коэффициентов уровней 
D5–D8 могут свидетельствовать о домини-
ровании механизма растяжения вихрей 
этих масштабов [10], что способствует 
каскадному процессу передачи кинетиче-
ской энергии.  

На втором этапе нами проводился ана-
лиз статистических показателей прираще-
ний скорости. Этот анализ базируется на 
гипотезе Тейлора о замороженной турбу-
лентности, которая предполагает эквива-
лентность временных и пространственных 
масштабов. С использованием этой гипо-
тезы характеристики пространственной 
турбулентности можно рассчитать путем 
анализа временного ряда скорости в одной 
точке. Тогда расстояние l будет опреде-
ляться произведением значений временно-
го интервала τ и средней скорости: 

,vl    и приращение скорости на рас-
стоянии l можно рассчитать через времен-
ное приращение скорости [13]: 

 ( ) ( ) ( ) ( ),lv v x l v x v t v t       (3) 

где )( lxv   и )(xv  — соответственно 
скорости вдоль оси x в двух точках, разде-
ленных расстоянием l; )( tv , )(tv  — соот-
ветственно скорости в разные моменты вре-
мени, разделенные временным интервалом τ. 
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На рисунке 2 приведены графики плот-
ности распределения вероятностей (ПРВ) 
нормированных приращений скорости [13]:  

 * ,
2

l
l

v

vv


  (4) 

где v  — среднеквадратическое отклоне-
ние скорости [4]. Эти графики ПРВ разделе-
ны по масштабам:   ,*

LllL vv     ,*
  llvv  

  ,*
  llvv  где L, λ, κ — соответственно 

интегральный масштаб, масштаб Тейлора и 
масштаб Колмогорова, значения которых 
определены нами в работе [4] (L = 0,09 м, 
λ = 0,001 м, κ = 0,0001 м). Пунктирной лини-
ей серого цвета на рисунке показаны гра-
фики нормального (гауссовского) распре-
деления, построенные также для различ-
ных масштабов.  

Из рисунка 2, а видно, что форма гра-
фиков ПРВ для точки 2 неодинакова в 
каждом масштабе. Вблизи интегрального 
масштаба L  форма графика ПРВ близка к 
гауссовской с некоторыми отличиями 
вблизи вершины распределения. Уже 
вблизи тейлоровского масштаба форма 
графика ПРВ отличается от гауссовой 
обостренной вершиной и тяжелыми хво-
стами, а на колмогоровском масштабе от-
личие от гауссовой формы значительно 
увеличивается и форма графика ПРВ при-
нимает вид растянутой экспоненты (экс-
поненты с показателем дробной степени 
меньше 1) [10]. Как результаты вейвлет-
декомпозиции, так и графики ПРВ 
(рис. 2, а) подтверждают наличие переме-
жаемости пульсаций скорости на инерци-
онном интервале и на интервале диссипа-
ции энергетического спектра [5]. 

В отличие от области соударения струи 
с нижней стенкой ванны (точка 2) вблизи 
центра вихря (точка 4) уровень перемежа-
емости гораздо ниже, при этом форма гра-
фиков ПРВ нормированных приращений 
скорости достаточно близка к гауссовской, 
особенно вблизи вершины распределе-
ния (рис. 2, б).  

 
а 

 
б 

Рисунок 2 — Графики ПРВ нормированных 
приращений скорости  

(а — в точке 2; б — в точке 4) 

Далее были рассмотрены статистиче-
ские моменты приращений скорости vl k-го 
порядка, которые также называются 
структурными функциями (СФ) [7, 10]: 

 ( ) .k k
lS l v  (5) 

В уравнении (5) угловыми скобками 
обозначена операция определения средне-
го значения.  

А. Н. Колмогоров утверждал, что для 
однородной и изотропной турбулентности 
в инерционном интервале СФ второго и 
третьего порядка обладают масштабной 
инвариантностью с показателем k/3 [7, 10]. 
Причем для СФ третьего порядка выведе-
но точное выражение, зависящее от сред-
него значения скорости диссипации кине-
тической энергии ε и масштаба l: 

 .
5
4)(3 llS   (6) 
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Выражение (6) также называется зако-
ном Колмогорова «4/5» [7, 15]. 

Нами были построены СФ порядка 2–7. 
В качестве примера на рисунке 3 приведе-
ны графики СФ 3-го, 5-го и 7-го порядков. 
Знак этих функций был изменен, чтобы их 
графики были расположены в положи-
тельной плоскости. Пунктирная прямая 
линия на графике соответствует колмого-
ровскому закону «4/5». 

Из рисунка 3 видно, что при 
5/5,1  l , т. е. на участке, близком к 

инерционному интервалу, график СФ 3-го 
порядка проходит почти параллельно, но 
несколько выше линии, соответствующей 
«колмогоровской» турбулентности. На 
участке 17/5  l  форма графиков СФ 
близка к параболе. А при 55/20  l , 
т. е. на участке, близком к длинноволно-
вому интервалу график СФ 3-го порядка 
почти точно соответствует закону «4/5». 

Такое отклонение графика СФ 3-го по-
рядка от закона «4/5» вблизи тейлоровского 
масштаба подтверждает наличие переме-
жаемости и, соответственно, отсутствие 
однородности и изотропности турбулент-
ности в данной области потока. Кроме того, 
несоответствие данных графиков может 
быть обусловлено изменяющимся (случай-
ным) характером скорости диссипации 
энергии ε, входящей в выражение (6) [15]. 

 

Рисунок 3 — Графики структурных функций 
скорости в точке 2 

Для определения коэффициента пере-
межаемости нами использовался специ-
альный алгоритм обработки сигналов ско-
рости, составленный на основании реко-
мендаций, приведенных в работах [11, 12]. 
Этот алгоритм включает: 

1. Расчет функции детектора для эф-
фективного распознавания ламинарных и 
турбулентных участков в сигнале скоро-
сти. Расчет данной функции проводился в 
два этапа. На первом этапе функция детек-
тора определялась нами с использованием 
второй производной по времени от сигна-
ла скорости, возведенной в квадрат:  

 
22

2( ) .D
d vF t
dt

 
   
 

 (7) 

На втором этапе использовалась проце-
дура сглаживания сигнала FD(t) с помо-
щью усреднения по методу скользящего 
среднего в течение принятого временного 
периода: ttc  7 , где 01,0t  с — шаг 
дискретизации сигнала по времени. 

При использовании квадрата второй 
производной в качестве функции детекто-
ра усиливаются только высокочастотные 
сигналы, обычно возникающие из-за тур-
булентных всплесков, которые затем до-
статочно просто отличить от ламинарных 
возмущений, при этом процедура сглажи-
вания позволяет не учитывать турбулент-
ные провалы и ложные сигналы, вызван-
ные ламинарными пульсациями [11]. Обо-
значим сглаженное значение функции де-
тектора как )(tF с

D . 
2. Расчет порогового значения между 

турбулентными и нетурбулентными собы-
тиями. На данном этапе нами использовался 
метод «двойного наклона», который осно-
вывается на использовании графиков ПРВ 
функции детектора (рис. 4). В работе [16] 
показано, что на графике ПРВ, построен-
ном в полулогарифмическом масштабе, 
турбулентная и нетурбулентная части раз-
делены друг от друга, а полигон распреде-
ления можно представить в виде двух пря-
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мых линий с различным наклоном. Тогда 
пороговый уровень R принимается как зна-
чение, соответствующее пересечению этих 
прямых линий. На рисунке 4, б приведен 
пример применения данного метода для 
функции )(tF с

D  сигнала скорости в точке 2. 
3. Расчет индикаторной функции путем 

сравнения значений функции )(tF с
D  с по-

роговым значением. Если значение функ-
ции детектора на данном шаге дискретиза-
ции превышает пороговое значение, то со-
бытие считается турбулентным и индика-
торной функции FI(t) присваивается зна-
чение 1, в противном случае индикаторной 
функции присваивается значение 0: 

 









.)(,1
,)(,0)(

RtF
RtFtF с

D

с
D

I  (8) 

 
а 

 
б 

Рисунок 4 — Графики ПРВ функции детектора 
сигнала скорости в точке 2  
(а — в линейном масштабе;  

б — в полулогарифмическом масштабе) 

В соответствии с рекомендациями рабо-
ты [12] индикаторная функция FI(t) под-
вергалась дополнительной обработке с 
учетом следующих положений: если время 
отдельного турбулентного события мень-
ше, чем время tс, то это событие считается 
ламинарным всплеском и функции FI(t) 
присваивается значение 0; если интервал 
времени между двумя смежными турбу-
лентными событиями короче, чем tс, то 
весь этот интервал считается турбулент-
ным. Данная операция позволяет более 
точно обрабатывать краевые участки тур-
булентных пятен [12].  

Пример построения индикаторной 
функции при обработке сигнала скорости в 
точке 2 показан на рисунке 5.  

4. Расчет коэффициента перемежаемо-
сти путем усреднения индикаторной 
функции за соответствующий период вре-
мени T : 

 
0

1 ( ) .
T

IF t dt
T

    (9) 

Расчетные значения коэффициента пе-
ремежаемости для точек 1–4 соответ-
ственно составили: 0,12, 0,49, 0,27, 0,18. 
Такое распределение коэффициента пере-
межаемости между контрольными точка-
ми приближенно подобно соответствую-
щему распределению коэффициента ин-
тенсивности турбулентных пульсаций для 
тех же точек: 0,16, 0,33, 0,2, 0,22 [4].  

 

Рисунок 5 — Построение индикаторной 
функции при обработке сигнала скорости 

в точке 2  
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Выводы и направление дальнейших 
исследований. Выполненные исследования 
позволили сделать следующие выводы: 

1. Применение многоуровневого анализа 
на основе дискретного вейвлет-
преобразования позволило уточнить струк-
туру ЭВТ, а также выявить эффекты пере-
межаемости, которые обнаруживаются при 
частоте пульсаций вейвлет-коэффициентов 
выше 1 Гц, что также подтверждается зна-
чениями коэффициентов эксцесса больше 1.  

2. Показано, что в области нижней стенки 
ванны имеет место процесс растяжения вих-
рей, мерой которого являются отрицательные 
значения коэффициентов асимметрии. 

3. Анализ статистики приращений ско-
рости в точке 2 показал, что форма графи-
ков ПРВ вблизи тейлоровского и колмого-
ровского масштабов отличается от гауссо-
вой обостренной вершиной и тяжелыми 
хвостами.  

4. С помощью вейвлет-преобразования и 
анализа статистики приращений скорости 
доказано, что в области нижней стенки ван-
ны перемежаемость существует не только в 
интервале диссипации, но и в инерционном 
интервале энергетического спектра. Показа-
но, что график СФ 3-го порядка отличается 
от закона Колмогорова «4/5» при 20/ l , 

причем при 55/20  l  зафиксирована 
параболичность графика данной СФ, а при 

55/20  l , т. е. на участке, близком к 
длинноволновому интервалу, график СФ 
3-го порядка почти точно соответствует 
закону «4/5». 

5. Реализован алгоритм разделения тур-
булентных и нетурбулентных событий в 
сигнале скорости на основе применения 
функции детектора в виде квадрата второй 
производной по времени и использования 
метода «двойного наклона» для определе-
ния порогового значения данной функции.  

6. Показано, что распределение значе-
ний коэффициента перемежаемости между 
контрольными точками 1–4 приближенно 
подобно соответствующему распределе-
нию коэффициента интенсивности турбу-
лентных пульсаций для тех же точек [4], 
при этом наибольшее значение коэффици-
ента перемежаемости (0,49) соответствует 
области соударения струи с нижней стен-
кой ванны (точка 2). 

7. Приведенная методика может приме-
няться при исследовании турбулентных 
процессов в расплавах плавильных агрега-
тов и рудовосстановительных печей, а 
также агрегатов для внепечной обработки 
и разливки.  
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ON INTERMITTENCY THE VELOCITY PULSATION IN ELECTRO-VORTEX MELT 
FLOWS 

The problem of analyzing the intermittency of velocity pulsations during electro-vortex melt flows in a 
hemispherical bath of installation with axisymmetric electrodes is considered. Various methods for 
processing the results of non-stationary modeling were used: discrete wavelet trans-form of time series, 
statistical methods for analyzing velocity increments, algorithm for separating turbulent and non-turbulent 
events in the velocity signal. Intermittency coefficients were calculated for various zones of the melt bath. It 
was shown that the highest level of intermittency occurs in the area where the jet impacts the bottom wall of 
the bath. 
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