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Изложенные в работе исследования посвящены развитию научных положений в области мо-
делирования силового замыкания станочных приспособлений. Выполнена постановка задачи по 
определению потенциальной энергии в упругой системе силового замыкания. Представлены ре-
зультаты расчета на математической модели системы погрешности обработки на траекто-
рии резания и потенциальной энергии в точках приложения зажимной силы.  
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Проблема и ее связь с научными и 
практическими задачами. Станочные 
приспособления, как элемент технологи-
ческой системы механической обработки и 
как один из видов технологической 
оснастки, оказывают влияние на решение 
основных производственных задач — до-
стижения точности и производительности 
технологического процесса изготовления 
деталей в серийном машиностроении.  

При научно-обоснованном параметри-
ческом синтезе конструкций станочных 
приспособлений рассматривают определе-
ние оптимальных, эффективных и рацио-
нальных параметров [1], исходя из задан-
ных параметров точности. При этом ком-
плекс точностных критериев проектирова-
ния разбивается дополнительно на стати-
ческие и динамические, а также внутрен-
ние и внешние [2]. Однако в предлагаемых 
в [1, 2] подходах не выделено основное 
системное свойство станочных приспособ-
лений как класса технических систем — 
наличие состояния силового замыкания в 
цепи элементов конструкции «опора — за-
готовка — зажим — зажимной механизм — 
зажимной привод — корпус приспособле-
ния», при котором происходит преобразо-
вание односторонних геометрических свя-
зей, наложенных в соответствии со схемой 
базирования заготовки, в двухсторонние 
(по-другому говоря — наличие системы 

силового замыкания геометрических свя-
зей станочного приспособления). Такое 
выделение способствует сегментации 
множества характеристик конструкции, 
например, по уровням надсистем [3]. Мо-
делирование силового замыкания [4] пока-
зало возможность определения рациональ-
ных параметров геометрии и жесткости, 
позволяющих обеспечивать уменьшение 
погрешности профиля обработанных 
плоскостей, тем самым добиваясь повы-
шения точности обработки. Однако меха-
низм снижения погрешности обработки 
остается нераскрытым. Закономерности 
между параметрами силового замыкания и 
погрешностью обработки, полученные ма-
тематическим моделированием и подтвер-
жденные натурным экспериментом, не по-
лучили формульного компактного пред-
ставления в виде, пригодном для инже-
нерного применения.  

Исследования взаимосвязей работы си-
лового замыкания с точностью обработки 
являются актуальными для дальнейшего 
совершенствования методики моделиро-
вания и проектирования станочных при-
способлений, назначения рациональных 
режимов резания, выбора рациональной 
геометрии режущего инструмента. 

Состояние вопроса. В основу выполня-
емых исследований положена математиче-
ская модель силового замыкания в форме 
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полюсного графа, построенного по реко-
мендациям [5–7], приведенного затем к 
графу сигналов по алгоритму из [8], и реа-
лизованная затем в математических пакетах 
MATLAB Simulink и SimInTech [9] (пакет 
SimInTech рассматривается в качестве рос-
сийского аналога MATLAB Simulink). 

По результатам математического моде-
лирования работы системы силового за-
мыкания станочных приспособлений 
предложен критерий оценки качества в 
форме погрешности профиля продольного 
сечения обработанной плоской поверхно-
сти в виде [10]: 

  ,  ,  min,Ф REZ q pf П П П    (1) 

где ΔФ — погрешность профиля про-
дольного сечения, определяемая вдоль ли-
нии перемещения режущего инструмента 
относительно обрабатываемой заготовки 
на рабочей подаче (например, при фрезе-
ровании — минутной подаче); 

Пq — безразмерный коэффициент, опре-
деляемый как отношение коэффициента 
жесткости системы Кq со стороны элемента 
«зажим» к коэффициенту жесткости системы 
Кор со стороны элемента «опора» по формуле 
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Пр — безразмерный коэффициент, 
определяемый как отношение коэффици-
ента жесткости системы со стороны эле-
мента «режущий инструмент» Кр к коэф-
фициенту жесткости системы Кор со сто-
роны элемента «опора» по формуле 
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ПREZ — безразмерный коэффициент, 
определяемый по формуле 

 REZ
Рn

QП
P

 , (4) 

где РРn — величина составляющей силы 
резания, направленная перпендикулярно 

плоскости опор (по схеме лезвийной обра-
ботки плоскостей — в направлении вы-
держиваемого размера);  

Q — величина зажимной силы, которая 
в начальном вычислительном эксперимен-
те считается заданной. 

Определены частные варианты сочета-
ния коэффициентов, для которых при мо-
делировании наблюдается минимизация 
погрешности профиля (табл. 1). 

Таким образом, результаты моделиро-
вания подтверждают известное научное 
положение о существенном влиянии упру-
гой подсистемы технологической системы 
механической обработки на погрешность 
формы обрабатываемых поверхностей, 
выделяя при этом роль именно станочных 
приспособлений.  

Постановка задачи. Следует отметить, 
что установленные взаимосвязи не явля-
лись непосредственной целью построения 
математической модели силового замыка-
ния и были обнаружены уже в процессе 
работы с моделью. Таким образом, можно 
исходить из того, что свойство подналадки 
системы силового замыкания станочного 
приспособления на некоторый постоянный 
по величине уровень погрешности обра-
ботки (сохранение которого на всей траек-
тории движения режущего инструмента 
обеспечивает тем самым минимизацию 
погрешности профиля обработанной по-
верхности) является следствием образова-
ния самой структуры элементов системы.  

Таблица 1 
Данные по коэффициентам силового замыкания 

Коэффициент 
силового 

замыкания 

Рассчитанные наборы 
значений с минимальным 

отклонением профиля  
(по вертикали) 

Пq 0,5 0,6 0,7 

Пр 0,7 0,7 0,3 

ПREZ 4 10 25 
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Из области теории систем адаптивного 
управления [11] известно, что для явлений, 
которые можно отнести к автопроцессам, 
то есть характеризуемых самопроизволь-
ной поднастройкой, характерно наличие в 
их структуре управляющих колец зависи-
мостей (рис. 1, 2). 

Именно кольцевые взаимосвязи в си-
стеме силового замыкания были впервые 
выявлены в построенной математической 
модели [9, 12]. 

Особенностью разработанной матема-
тической модели также является то, что её 
уравнения получены статически опреде-
лимыми (то есть число уравнений равняет-
ся числу переменных системы). При этом 
моделируемая система станочного приспо-
собления рассматривается как статически 
неопределимая, для чего применяется ме-
тод виртуальных перемещений.  

 
X1, X2, X3, X4, Xn — переменные системы 

Рисунок 1 — Управляющее кольцо 
зависимостей по М. С. Нейману [11] 

 

Рисунок 2 — Кольцо силового замыкания 
станочного приспособления 

Любое отклонение реальной конструк-
ции от идеальной базовой расчетной схе-
мы силового замыкания по количеству 
опорных и зажимных элементов, характе-
ру контакта с заготовкой, роли контактной 
жесткости в целом означает увеличение 
статической неопределимости системы. 

При это система остается механической. 
Для механических статически неопредели-
мых систем известна теорема Менабреа, 
которая гласит следующее [13]: «В стати-
чески неопределимых системах лишние 
неизвестные усилия принимают такие зна-
чения, при которых потенциальная энергия 
деформации имеет наименьшее значение».  

Под «лишними» здесь понимаются свя-
зи, при замене которых реакциями система 
может рассматриваться как статически 
определимая.  

С точки зрения критерия минимальной 
погрешности формы по формуле (1) обра-
тим внимание на то, что потенциальная 
энергия деформации, в соответствии с 
теоремой Менабреа, должна принимать 
минимальное значение. Рассмотрим урав-
нение потенциальной энергии для упругой 
деформации [14]: 

 
 2

,
2

Х
УС

K
U


  (5) 

где UУС — потенциальная энергия 
упругой деформации системы; 

K — коэффициент жесткости деформи-
руемого элемента (механической системы); 

ΔХ — величина деформации, отчиты-
ваемая от недеформированного состояния. 

Уравнение (5) также можно выразить в 
форме работы внешней силы 

 
  

,
2 2 2
X X В X В

УС
K P АU
     

   (6) 

где РВ = K · (ΔХ) — внешняя сила, необ-
ходимая для осуществления упругой де-
формации элемента с жесткостью K на ве-
личину ΔХ ; 

АВ = РВ · ΔХ — работа внешней силы РВ 
по направлению деформации ΔХ. 
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Из уравнений (5) и (6) следует, что 
уменьшение потенциальной энергии означа-
ет уменьшение деформаций, так как внешняя 
сила не может меняться, а жесткость при 
упругих деформациях остается постоянной. 
Уменьшение упругих деформаций в случае 
силового замыкания станочного приспособ-
ления означает уменьшение отклонения от 
уровня статической настройки станка, когда 
начальные деформации равны нулю. 

Таким образом, задачей данного исследо-
вания является получение на математиче-
ской модели оценки величины потенциальной 
энергии в системе силового замыкания. 

Исходные данные моделирования. 
Для проведения анализа на математиче-
ской модели силового замыкания исход-
ные данные можно разделить на три груп-
пы, исходя из модели «серого ящика»: 
входные, внутренние и дополнительные 
(необходимые для определения входных и 
внутренних исходных данных). Внутрен-
ние, в свою очередь, делятся на параметры 
жесткости и параметры геометрии тре-
угольника опор. 

Входные данные представлены в табли-
це 2, внутренние — в таблице 3. При этом 
использовалась средняя комбинация ко-
эффициентов силового замыкания из таб-
лицы 1, при которой обеспечивается ми-
нимизация погрешности профиля. 

При определении исходных данных ис-
пользуем подход на основе анализа техноло-
гической жесткости оборудования, например 
для фрезерной обработки [15, 16], нормиро-
ванной по степени точности станка и габа-
ритам рабочей зоны. При этом особенно-
стью подхода является выбор режимов ре-
зания исходя из анализа требуемой точно-
сти обработки. 

Таблица 2 
Входные данные модели 

Входная 
переменная 

Значение 
и обоснование 

Сила резания, Рр, 4000 Н, по оценке [16] 

Сила зажима, Q 40000 Н, с учетом ПREZ 
(табл. 1) 

Таблица 3 
Внутренние данные модели 

Внутренний 
параметр 

Значение 
и обоснование 

Параметры жесткости 
Жесткость опорных 

элементов Kopi 
100000 Н/мм,  

по данным [17] 

Жесткость зажима Kq 
60000 Н/мм,  

с учетом Пq (табл. 1) 
Жесткость со  

стороны резания Kp  
70000 Н/мм, 

с учетом Kр (табл. 1) 
Параметры геометрии 

опорного равностороннего треугольника 

Длина стороны 
(расстояние между 

опорами) 

100 мм, берется по 
данным о заготовке 

(размер установочной 
базы) или станке (с 

учетом размера между 
Т-образными пазами) 

Направление 
траектории 

инструмента 

Параллельно стороне 
опорного треугольника 

Расположение 
зажима 

В центре тяжести 
треугольника опор 

 
Дополнительными параметрами являются: 
– для силы резания — режимы резания; 
– для силы зажима — параметры привода; 
– для жесткости опор — ограничения на 

нагруженность опор по величине давления 
с учетом модуля упругости (или экспери-
ментальные данные на основе физического 
эксперимента); 

– для жесткости зажима — конструктив-
ные параметры с учетом модуля упругости 
(деформации моделируются в САЕ-системе 
или исследуются экспериментально); 

– для жесткости со стороны резания — 
данные о технологической жесткости, полу-
ченные экспериментально производствен-
ным методом. 

Характерно, что для поставленной зада-
чи значения дополнительных параметров 
несущественны, поэтому их обоснование 
на данном этапе не требуется. Взаимосвязь 
дополнительных параметров с закономер-
ностями работы силового замыкания явля-
ется пропорциональной, так как определя-
ется известными формулами. 
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Результаты предварительного моде-
лирования в точках траектории. Опор-
ный треугольник для заданных исходных 
данных представлен на рисунке 3. Траек-
тория движения режущего инструмента 
(на рис. 3 — «Траектория резания») пред-
ставляет собой прямую линию параллель-
ную стороне опорного треугольника (опо-
ра 1; опора 2).  

Расчет суммарной погрешности на дан-
ной траектории показывает формирование 
характеристики отклонения линейного 
профиля в виде выпуклости (рис. 4). Мате-
риал заготовки располагается под расчет-
ной линией. Минимальное расчетное от-
клонения от начального (не нагруженного 
силами) положения составило 0,155 мм (в 
начале траектории слева и в конце траекто-
рии справа), максимальное — 0,183 мм (в 
середине траектории). Таким образом, по-
грешность профиля составила 0,028 мм.  

 

 

Рисунок 3 — Геометрия опорного 
треугольника в среде динамического 

моделирования SimInTech 

 

Рисунок 4 — График расчетной суммарной 
погрешности обработки плоскости по длине 

траектории перемещения режущего инструмента 

Сверка результатов расчета в SimInTech с 
расчетом на основе решения общего вида 
уравнений модели в системе MathCAD пока-
зала, что имеется погрешность абсолютных 
значений (минимальное отклонение состави-
ло 0,149 мм, максимальное — 0,179 мм), при 
этом погрешность профиля составила 
0,03 мм, отклонение результатов расчета — 
около 7 %. 

Полученный график (рис. 4) соответ-
ствует неизменной точке приложения уси-
лия зажима Q в центре тяжести опорного 
треугольника (рис. 3). Практическое значе-
ние имеет анализ возможности изменения 
положения зажимной силы Q. Для такого 
анализа точку положения режущего ин-
струмента на траектории фиксируем, а рас-
чет суммарной погрешности ведем для всех 
возможных точек зажима. Расчет выполни-
ли в MathCAD (рис. 5). В результате полу-
чена поверхность уровня, максимумом зна-
чений ориентированная на координату точ-
ки приложения силы резания Pn — 
(xp3; yp3) = (20; 55). Для поверхности уров-
ня можно выделить изолинии, соответ-
ствующие точкам зажима, при которых 
формируется одинаковая по величине по-
грешность обработки (рис. 6).  
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Рисунок 5 — Поверхность уровня для расчета 
суммарной погрешности при изменении точки 

приложения зажимной силы Q 

 

Рисунок 6 — Изолинии поверхности уровня 
для точек зажима с одинаковой суммарной 
погрешностью обработки в точке резания 

Анализ линий уровня показывает, что по-
лученной величине погрешности обработки в 
заданной точке резания (рис. 4), равной 
0,155 мм, соответствует линия уровня, про-
ходящая через центр тяжести опорного тре-
угольника (точку «Зажим Q» на рис. 6).  

При изменении положения точки реза-
ния в положение (xp3; yp3) = (20; 0) меняет-
ся и расположение изолиний поверхности 
уровня (рис. 7). 

При этом изолиния с уровнем погрешно-
сти 0,155 мм проходит вблизи, но на неко-
тором расстоянии слева от точки центра тя-
жести опорного треугольника. В свою оче-

редь, точка зажима в центре тяжести опор-
ного треугольника расположена на изоли-
нии уровня 0,18 мм, что соответствует ука-
занному выше значению максимальной по-
грешности в середине траектории резания.  

Для точки резания, смещенной далее вниз 
в координату (xp3; yp3) = (20; –25), направле-
ние изолиний изменяется соответствующим 
образом (рис. 8). Причем через точку зажима 
также проходит изолиния уровня 0,18 мм, 
что несколько отличается от величины по-
грешности профиля на рисунке 4. 

 

Рисунок 7 — Изменение положения изолиний 
поверхности уровня для точек зажима 

с одинаковой суммарной погрешностью 
обработки в точке резания (xp3; yp3) = (20; 0) 

 

Рисунок 8 — Изменение положения изолиний 
поверхности уровня для точек зажима 

с одинаковой суммарной погрешностью 
обработки в точке резания (xp3; yp3) = (20; –25) 
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Сравнение результатов расчета для раз-
ных точек на траектории резания (рис. 6–8) 
показывает, что радиус кривизны изоли-
ний равной погрешности направлен в сто-
рону точки приложения силы резания. 

Расчет потенциальной энергии в си-
стеме силового замыкания. При опреде-
лении потенциальной энергии в системе си-
лового замыкания исходим из формулы (5) с 
учетом всех упруго деформирующихся 
элементов — трех опор, зажимного меха-
низма и технологической системы: 

 

 

   

2
3

1
2 2

2

,
2 2

i iop op
УС

q q p pn

K
U

K K



 


 

 
 

 
 (7) 

где 
iop , q , pn  — величина упругих 

деформаций соответственно в трех i-х 
опорах, зажимном механизме, со стороны 
резания (технологической системы). 

Следует заметить, что деформации вхо-
дят в выражение потенциальной энергии в 
квадрате, а значит, результат не зависит от 
знака деформации по расчету. 

Выполним расчет в тех же точках тра-
ектории резания, что и выше для изолиний 
одинаковой погрешности (рис. 9).  

Дополнительно на линии уровня потен-
циальной энергии (рис. 9) наложим линии 
уровня одинаковой погрешности из 
предыдущего расчета. 

Для предварительной оценки уровня 
потенциальной энергии в системе силово-
го замыкания выполним усредненный рас-
чет, принимая за величину деформации в 
системе среднее значение полученных по 
расчету уровней погрешности обработки 
((0,155+0,183) / 2 = 0,169 мм или 0,169 · 10–3 м) 
и среднее значение жесткостей в системе 
(из табл. 3, 77000 Н/мм или 77 · 106 Н/м): 

 
6 2377 10 0,169 10 1 Дж.

2УСU 
     

 

 
а 

 
б 

 
в 

Рисунок 9 — Изолинии поверхности уровня 
потенциальной энергии с наложением 
изолинии точек зажима с одинаковой 
суммарной погрешностью обработки 

для точки резания: а — (xp3; yp3) = (20; 55);  
б — (xp3; yp3) = (20; 0); в — (xp3; yp3) = (20; –25) 
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Расчет на модели (рис. 9) показал ми-
нимальное значение потенциальной энер-
гии около 2,28 Дж. Таким образом, сред-
няя оценка является заниженной. 

Анализ результатов расчета (рис. 9) 
позволяет отметить следующее: 

1. Минимальное значение потенциаль-
ной энергии соответствует точкам прило-
жения зажимной силы в области центра 
тяжести опорного треугольника. 

2. Линии одинаковой погрешности об-
работки проходят по направлению спуска 
по поверхности уровня к минимуму по-
тенциальной энергии. 

Таким образом, моделирование выявило 
существование минимума потенциальной 
энергии в системе силового замыкания, 
что можно рассматривать как теоретиче-
скую предпосылку применимости теоремы 
Менабреа к статически неопределимой си-
стеме силового замыкания станочного 
приспособления. 

Следует заметить, что полученная фор-
ма представления потенциальной энергии 
в системе силового замыкания (рис. 9) яв-
ляется не мгновенной оценкой состояния 
элементов по отдельности, а характеризует 
общее состояние в системе при изменении 
положения точки зажима с учетом поло-
жения режущего инструмента на траекто-
рии резания. При этом характер получен-
ного распределения потенциальной энер-
гии в системе изменяется незначительно 

при изменении положения режущего ин-
струмента, минимум всегда находится 
около центра тяжести опорного треуголь-
ника. Это позволяет сформулировать сле-
дующий критерий выбора положения то-
чек зажима: 

«При выборе расположения точек за-
жима необходимо учитывать возможно-
сти минимизации потенциальной энергии в 
системе силового замыкания путем ори-
ентирования точек по направлению к цен-
тру тяжести опорного треугольника». 

Выводы. В результате исследования 
решена поставленная задача — получены 
расчетные значения потенциальной энер-
гии в виде средней оценки и графического 
представления в форме изолиний поверх-
ности уровня значений при изменении 
точки приложения зажимной силы.  

Расчетами установлено, что в системе 
должен наблюдаться минимум потенци-
альной энергии, соответствующий точкам 
приложения зажимной силы в области 
центра тяжести опорного треугольника. 
Таким образом, получено расчетное осно-
вание для применимости теоремы Менаб-
реа к статически неопределимой системе 
силового замыкания станочного приспо-
собления.  

На основе результатов исследования 
распределения потенциальной энергии в 
системе силового замыкания сформулиро-
ван критерий выбора точек зажима.  
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Pipkin Yu. V. (Donbass State Technical University, Alchevsk, Russia, e-mail: tmsi_pipkin@mail.ru) 
RESEARCH OF POTENTIAL ENERGY ALLOCATION AT THE FORCE CLOSURE IN 
WORKHOLDING FIXTURE 

The research presented in this paper is devoted to the development of scientific principles in the field of 
modeling the force closure of machine tools workholding fixture. The paper presents the formulation of the 
problem of determining the potential energy in an elastic system of force closure. The paper presents the 
results of calculations based on a mathematical model of the system of processing errors on the cutting path 
and the potential energy at the points of application of the clamping force. 

Key words: workholding fixture, force closure, processing error, rigidity, potential energy of the 
system, modeling. 
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