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Рассмотрены основные подходы к численному моделированию турбулентных 
течений в кольцевой области между вращающимися цилиндрами (течения Куэтта-
Тейлора). Получены расчётные результаты, коррелирующие с известными 
экспериментальными результатами. На основе сравнительного анализа предложена 
наиболее подходящая дифференциальная модель турбулентности для расчёта 
сопряженных задач гидродинамики и теплообмена в потоке Куэтта-Тейлора. 
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Введение. В настоящее время наиболее 
действенным подходом к изучению турбу-
лентности является аналитический, осно-
ванный на исходной посылке о том, что 
для математического описания турбулент-
ных течений приемлемой является система 
уравнений Навье – Стокса, описывающая 
характеристики мгновенного течения жид-
кости. Основными инструментами для 
расчета турбулентных течений являются 
численные методы, широкое использова-
ние которых стало возможным благодаря 
быстрому совершенствованию вычисли-
тельной техники. Однако, несмотря на 
пристальный интерес, до настоящего вре-
мени не существует универсального под-
хода к расчету турбулентных течений, по-
зволяющего адекватно отражать некото-
рые аспекты этих течений, проявляющиеся 
в разнообразных частных случаях. 

Самым доступным остается использо-
вание различных моделей турбулентности 
в сочетании с осредненными по Рейнольд-
су уравнениями Навье-Стокса (Reynolds 
Averaged Navier-Stokes Equations – RANS). 
Этот подход к численному моделирова-
нию менее требователен к вычислитель-
ным ресурсам и поэтому более доступен, а 
также не имеет выраженного ограничения 
по степени турбулентности рассматривае-
мых течений. Однако его применение тре-

бует особого внимания к верификации по-
лученного решения. Все модели турбу-
лентности, применяемые в рамках исполь-
зования RANS уравнений, содержат эмпи-
рические зависимости и коэффициенты, 
калиброванные на определенного рода те-
чениях. Поэтому ни одна из таких моделей 
не обеспечивает наиболее адекватные ре-
зультаты во всех случаях. Более того, из-
вестно [1], что простые алгебраические 
модели в рамках своей применимости мо-
гут обеспечивать результаты не худшие, 
чем более сложные дифференциальные 
модели. Кроме этого, следует иметь в ви-
ду, что та или иная модель турбулентности 
может адекватно отражать одни особенно-
сти или закономерности рассматриваемого 
турбулентного потока, и не отражать или 
искажать другие. В этом случае успех рас-
чета зависит от того, какие физические 
особенности являются в данном конкрет-
ном случае преобладающими и в какой 
степени. 

При описании течения Куэтта-Тейлора 
также наиболее приемлемым в настоящее 
время является использование RANS 
уравнений вместе с подходящей диффе-
ренциальной моделью турбулентности. 
                                                
 Мочалин Е.В., 2014 
 Юрьев С.А., 2014 
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Подходящей в данном случае следует счи-
тать модель, приспособленную для расчета 
пристенных течений и течений с кривиз-
ной линий тока. Кроме этого, использова-
ние так называемых пристеночных функ-
ций [2] в процедуре учета граничных ус-
ловий для характеристик турбулентности 
вблизи твердых стенок не является оправ-
данным, так как аппарат пристеночных 
функций разработан для условий локаль-
ного равновесия, когда генерация турбу-
лентной энергии и скорость ее диссипации 
приравниваются друг другу. Такие усло-
вия не имеют места, в частности, при отсо-
се (вдуве) среды через проницаемую по-
верхность. В последнем случае необходи-
мо подробное разрешение ламинарного 
подслоя, что носит название «низкорей-
нольдсовой» формулировки. Подробные 
сведения о разнообразных аспектах при-
менения различных дифференциальных 
моделей турбулентности можно найти, на-
пример, в работах [2,3]. 

Целью настоящей работы является 
сравнительное тестирование наиболее 
перспективных для исследования потока 
снаружи вращающегося проницаемого ци-
линдра дифференциальных моделей тур-
булентности и сопоставление результатов 
расчета с известными экспериментальны-
ми данными. Исследования такого рода 
необходимы для верификации расчетного 
подхода к изучению сопряженных гидро-
динамических и тепловых процессов во 
вращающихся системах, которые широко 
распространены в технике. 

Постановка задачи. Если говорить о 
потоках между соосными вращающимися 
цилиндрами, то наиболее достоверные 
экспериментальные данные по гидродина-
мике и теплообмену в области турбулент-
ных режимов течения получены для клас-
сического случая потока между непод-
вижным внешним и вращающимся внут-
ренним непроницаемыми цилиндрами [4-
7]. Поэтому в качестве тестовой для срав-
нительного анализа расчетных подходов 
мы будем использовать именно эту задачу. 

Область течения в классической задаче 
Куэтта-Тейлора характеризуется очень 
простой геометрией и обладает осевой 
симметрией. Соответствующая расчетная 
схема представлена на рисунке 1. Рассмат-
ривается движение жидкости (газа) в 
кольцевой области между наружной по-
верхностью внутреннего цилиндра с ра-
диусом 1R  и внутренней поверхностью 
внешнего цилиндра с радиусом 2R . 
Внешний цилиндр неподвижен, а внутрен-
ний вращается с угловой скоростью  . 

Будем рассматривать неизотермическое 
течение Куэтта-Тэйлора между непрони-
цаемыми цилиндрами в осесимметричной 
формулировке по схеме на рисунке 1. Нас 
интересует диапазон больших значений 
вращательного числа Рейнольдса  

51018000Re h , определяемого соот-
ношением  

 


hWR
h

1Re  , (1) 

 
Рисунок 1 — Расчетная схема области течения в задаче Куэтта-Тейлора. 



ISSN 2077-1738. Збірник наукових праць ДонДТУ. 2014. № 2 (43) 

МАТЕРІАЛИ КОНФЕРЕНЦІЇ «Відкриті університетські фізичні читання» 

 124 

где 1RW   — характерная окружная 
скорость,   — кинематическая вязкость, 

12 RRh   — ширина кольцевого зазора. 
Для данного диапазона в современной ли-
тературе недостаточно расчётных данных. 

Для всех расчетных уравнений на гра-
ницах Lzz  ,0  используются условия 
периодичности в осевом направлении, что 
чаще всего применяется в известных рабо-
тах, посвященных расчету турбулентных 
течений Куэтта-Тэйлора. При этом длина 
расчетной области должна быть выбрана 
близкой к осевому размеру пары турбу-
лентных вихрей Тэйлора (длине волны). 

На поверхностях цилиндров для скоро-
сти используется условие «прилипания». 
На поверхности неподвижного цилиндра 
задается постоянная температура 2T , а на 
поверхности внутреннего цилиндра — по-
стоянный тепловой поток 1q . 

Для размеров области принято: 
4,2,462,0~

1  hLRhh .  
В качестве одной из рассматриваемых 

альтернатив использования RANS моделей 
турбулентности выберем SST k  мо-
дель Ментера, которая в рамках примене-
ния гипотезы Буссинеска о скалярном ко-
эффициенте турбулентной вязкости соче-
тает в себе лучшие свойства k  модели 
в пристенной области и преимущества 

k  модели вдали от стенок. Как конку-
рирующую будем рассматривать модель 
переноса напряжений Рейнольдса (RSM). 
Эта модель предусматривает решение 
дифференциальных уравнений переноса 
всех компонент турбулентных напряжений 
и изначально свободна от ограничения в 
виде гипотезы Буссинеска о скалярном ко-
эффициенте турбулентной вязкости. Опи-
сание этой модели можно найти, например 
в [8]. 

Для численного решения всех диффе-
ренциальных уравнений переноса импуль-
са, тепла и характеристик турбулентности 
используется метод конечных объемов. В 
[3] дана подробная характеристика всех 
основных аспектов применения данного 

метода к общему уравнению переноса ска-
лярной величины, а также описание ис-
пользуемой численной процедуры совме-
стного решения уравнений переноса ком-
понент импульса и неразрывности. Там же 
изложены и особенности выбранного под-
хода к решению систем линейных уравне-
ний, контроля и управления сходимостью 
итерационной процедуры. Поэтому пере-
числим только основные подходы к ап-
проксимации и схемные решения. 

Для аппроксимации конвективных сла-
гаемых в уравнениях переноса использует-
ся противопоточная схема QUICK, которая 
обеспечивает 3-й порядок точности на 
структурированных слабоискривленных 
сетках. 

Для представления диффузионных 
членов принята центрально-разностная 
схема второго порядка, предложенная в 
работе [9] и рассмотренная в [10]. 

Нестационарные члены аппроксими-
руются на основе полностью неявной схе-
мы второго порядка точности. 

На основе дискретизированного урав-
нения неразрывности формулируются со-
отношения для коррекции значений давле-
ния. При этом используется усовершенст-
вованная процедура SIMPLEC [11], демон-
стрирующая ускоренную сходимость по 
сравнению с базовым алгоритмом SIMPLE 
[12]. 

Дискретные значения компонент скоро-
сти и давления определяются и хранятся 
для центров расчетных ячеек, что соответ-
ствует центрированному несмещенному 
разностному шаблону. Для предотвраще-
ния нефизических осцилляций, которые 
могут иметь место в такой ситуации [12], 
используется коррекция Рхи-Чоу [13]. 

Высокая эффективность решения сис-
тем линейных уравнений обеспечена ис-
пользованием итерационной процедуры 
Гаусса-Зейделя в сочетании с методом ал-
гебраического многосеточного ускортеля 
(Algebraiс Multigrid — AMG) в интерпре-
тации, изложенной в работе [3]. 
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Для контроля над сходимостью численно-
го решения используется техника нижней 
релаксации, которая основана на введении 
релаксационных коэффициентов, корректи-
рующих новые значения зависимых величин 
при переходе к следующей итерации. 

Результаты. Чтобы определить наибо-
лее подходящую модель турбулентности, 
которая максимально подходит для расче-
та течений в кольцевой области, сравним 

результаты численного решения тестовой 
задачи, полученные с применением двух 
моделей турбулентности с эксперимен-
тальными данными [14] по двум критери-
ям: безразмерной окружной скорости 

WU  и безразмерной температуре 

TT
TrTr





2

)()( . Эти результаты представ-

лены на рисунке 2. 

а) б)а) б)  
Рисунок 2 — Распределение безразмерной окружной скорости (а) и безразмерной температуры 

(б) по сечению кольцевой области ( 5101Re h , 462.0~
h ): 1 — расчет, модель RSM;  

2 — расчет, модель SST k-ω; 3 — эксперимент [14] 

 

Рисунок 3 — Сравнение расчетных и экспериментальных данных по коэффициенту теплоотдачи 
от вращающегося цилиндра: 1 — расчёте с использованием модели RSM; 2 — 

аппроксимирующая экспериментальная зависимость [14]  

mTa

*Nu
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Рассматриваются усредненные в 
окружном и осевом пространсивенных 
направлениях, а такде во времени, 
величины. 

Из полученных результатов видно, что 
две используемые модели турбулентности 
в целом достаточно хорошо соотносятся с 
экспериментом. Однако модель RSM ока-
зывается точнее вблизи стенки, что позво-
ляет предположить преимущество её ис-
пользования в дальнейших расчётах. Но 
прежде необходимо сопоставить с извест-
ными экспериментальными данными ре-
зультаты, полученные с применением этой 
модели, по расчёту такой важной инте-
гральной характеристики, как коэффици-
ент теплоотдачи — число Нуссельта *Nu . 
Такой анализ представлен на рисунке 3. 
Число Нуссельта и модифицированное 
число Тэйлора определяются следующим 
образом: 

 
)(

2**Nu
12 TT

hq





, (2) 

 
 













 C

RR
hR

m 4
21

2

32
1

2 16972
Ta


, (3) 

1

1

1

652.0100056.0

652.010571.0























R
h

R
hC

 

где *q  — удельный тепловой поток че-
рез среднелогарифмическую поверхность 
цилиндров, радиус которой 

)ln( 12

12
RR
RR

R


 ,   — коэффициент теп-

лопроводности, 21,TT  — температуры по-
верхностей внутреннего и внешнего ци-
линдров. 

Вывод. Приведенные результаты пока-
зывают, что обе сравниваемые модели тур-
булентности обеспечивают удовлетвори-
тельные результаты в широком диапазоне 
чисел hRe : от начала области турбулентно-
го макровихревого движения до границы 
различимости крупномасштабных вторич-
ных течений. Тем не менее, модель перено-
са напряжений Рейнольдса (RSM) демонст-
рирует несколько лучшие результаты в ок-
рестности стенок, а также при расчёте по-
лей температуры, несмотря на немного 
большие вычислительные затраты. 

Таким образом, можно сказать, при 
моделировании течения Куэтта-Тэйлора 
наиболее подходящей является RSM мо-
дель турбулентности. Особенно уместна 
эта модель в том случае, когда добавляется 
вынужденное радиальное течение среды 
через проницаемые поверхности цилинд-
ров. В этом случае возрастают градиенты 
скорости и температуры вблизи поверхно-
сти вращающегося цилиндра. 
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д.т.н. Мочалін Є. В., Юр’єв С. О. (ДонДТУ, м. Алчевськ, Україна) 
РОЗРАХУНКОВИЙ ПІДХІД ДО МОДЕЛЮВАННЯ ТУРБУЛЕНТНОЇ ТЕЧІЇ В 
КІЛЬЦЕВОМУ ЗАЗОРІ МІЖ ОБЕРТОВИМИ ЦІЛІНДРАМИ 

Розглянуто основні підходи до чисельного моделювання турбулентних течій в кільцевій обла-
сті між обертовими циліндрами (течії Куетта-Тейлора). Отримано розрахункові результати, 
що корелюють з відомими експериментальними результатами. На основі порівняльного аналізу 
запропоновано найбільш підходяща диференціальна модель турбулентності для розрахунку спо-
лучених завдань гідродинаміки і теплообміну в потоці Куетта-Тейлора.  

Ключові слова: чисельне моделювання, моделі турбулентності, течія Куетта-Тейлора. 
 

Mochalin Ye. V. Doctor of Engineering Sciences, Yuryev S. A. (DonSTU, Alchevsk, Ukraine) 
COMPUTATIONAL APPROACH TO THE MODELING OF TURBULENT FLOW IN THE 
ANNULAR REGION BETWEEN ROTATING CYLINDERS 

The main approaches to the numerical simulation of turbulent flows in the annular region between 
rotating cylinders (Taylor-Couette flow) are considered. The calculated results correlating with the 
current in use experimental results. The most suitable differential turbulence model for calculating con-
jugate hydrodynamics and heat transfer tasks in Couette flow based on the comparative analysis is of-
fered.  

Key words: numerical simulation, turbulence models, Couette-Taylor flow.   
 


