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Работа направлена на повышение достоверности и дальнейшее развитие методов прогноза 
проявлений горного давления в подземных выработках при образовании зон запредельных де-
формаций (ЗЗД). Впервые получено порождающее решение краевой задачи о равновесии разру-
шенных пород вокруг горной выработки с учетом возникающей в ЗЗД радиальной прочностной 
неоднородности пород. Показано, что прочность разрушенных пород в ЗЗД линейно зависит от 
радиальной (минимальной) компоненты тензора напряжений. Методом малого параметра ре-
шен ряд неосесимметричных задач горной геомеханики, установлены закономерности влияния 
на конфигурацию и размеры ЗЗД основных горнотехнических факторов. Результаты будут по-
лезны при разработке новых методов прогноза горного давления и пересмотре нормативных 
материалов по обеспечению устойчивости выработок. 
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1 Актуальность проблемы и цель 
исследований 

Расчет проявлений горного давления 
(ПГД) в подготовительных горных выра-
ботках является неотъемлемым атрибутом 
процесса проектирования для обеспечения 
безопасной и надежной их эксплуатации. 
Методы расчета ПГД претерпели долгую 
историю создания, развития и совершенст-
вования, что отражено в многочисленных 
исследованиях и обширных обзорах отече-
ственных и зарубежных ученых [1–5 и др.]. 

В настоящее время общепринято счи-
тать, что в условиях больших глубин, на 
которые повсеместно переходят рудники и 
шахты, из всех возможных многообразных 
форм ПГД (вывалы, своды естественного 
равновесия, продольно-поперечный изгиб 
и выпучивание слоев и др.) начинает пре-
обладать разрушение пород в виде форми-
рования зон запредельного деформирова-
ния (ЗЗД) пород вокруг всей выработки 
или на части ее породного контура.  

ЗЗД вокруг выработки возникает, растет 
и принимает окончательную форму под 
влиянием многочисленных на нее влияю-
щих неосесимметричных факторов. К та-

ким факторам в первую очередь следует 
отнести: 

– разнокомпонентность исходного поля 
напряжений массива горных пород, т. е. 
его негидростатическое напряженно-
деформированное состояние; 

– анизотропию и неоднородность проч-
ностных свойств пород вокруг выработки;  

– массовые силы, действующие на по-
роды внутри ЗЗД; 

– отличие формы породного контура 
выработки от кругового очертания; 

– неравномерность отпора (реакции) 
крепи на различных участках породного 
контура выработки. 

При этом в подавляющем большинстве 
существующих методов расчета ПГД по 
умолчанию принималось, что влияющие 
на ЗЗД факторы являются осесимметрич-
ными или несущественными. Однако 
практика ведения горных работ и много-
численные шахтные инструментальные 
наблюдения показали, то форма ЗЗД пре-
терпевает существенные искажения и ча-
ще всего заметно отличается от круговой 
формы. А форма ЗЗД предопределяет ам-
плитуду и изменчивость смещений пород 
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в выработку, распределение и интенсив-
ность нагрузки на крепь. 

Следовательно, для повышения досто-
верности и надежности расчетных методов 
прогнозирования ПГД необходимо устано-
вить размеры и форму ЗЗД и оценить влия-
ние самых важных горно-геологических и 
горнотехнических факторов. Достижению 
этой цели и посвящена данная работа.  

Особенностью проведенного исследова-
ния является изучение изменения формы 
ЗЗД для наиболее общего случая разруше-
ния пород вокруг выработки на основе 
«порождающего» решения краевой задачи 
развития ПГД. Под порождающим решени-
ем мы понимаем исходное решение осе-
симметричной краевой задачи об образова-
нии ЗЗД с учетом радиальной прочностной 
неоднородности внутри зоны разрушения.  

Основная идея работы состоит в том, 
что полученное порождающее решение 
используется в качестве исходного с це-
лью последующей коррекции путем ис-
пользования метода малого параметра для 
каждого из возможных неосесимметрич-
ных факторов. 

Объект исследования — зона разру-
шения и трещинообразования пород мас-
сива вокруг выработки, т. е. ЗЗД. 

Предмет исследования — закономер-
ности изменения формы ЗЗД при учете 
воздействия наиболее существенных не-
осесимметричных факторов.  

Цель исследований — получение поро-
ждающего решения и разработка метода рас-
чета конфигурации и размеров ЗЗД с учетом 
основных неосесимметричных факторов. 

Основные задачи исследования: 
– для получения порождающего реше-

ния дать обоснование расчетной схемы и 
получить решение осесимметричной крае-
вой задачи об образовании ЗЗД вокруг вы-
работки с учетом радиальной прочностной 
неоднородности пород в этой зоне; 

– выполнить постановку и решение неосе-
симметричного класса задач методом малого 
параметра для учета важнейших, ранее неуч-
тенных неосесимметричных факторов; 

– произвести анализ и оценить степень 
влияния каждого из неосесимметричных 
факторов на форму ЗЗД. 

2 Обоснование расчетной схемы задачи 
Попытки разработать методы расчета 

параметров ЗЗД делались многими зару-
бежными и отечественными учеными на-
чиная с середины прошлого века 
(Р. Феннер, А. Лабасс, Л. Уокер, Г. Шпа-
келлер, Ю. М. Либерман, Ю. З. Заславский 
и др.), подробный анализ их исследований 
можно найти во многих обзорах [1−5 и др.].  

На ранних стадиях развития горной про-
мышленности, на сравнительно малых глу-
бинах Н ведения горных работ, разрушение 
пород в окрестности горных выработок про-
исходило в основном в виде образования 
сводов естественного равновесия [1]. 

С ростом глубины исходное напряжён-
ное состояние массива (рис. 1, а) претер-
певает серьезные изменения: вертикальная 
компонента, равная весу вышележащей 
толщи пород z H  , возрастает пропор-
ционально глубине Н, а боковые (горизон-
тальные) напряжения x y   составляют 
лишь часть   от вертикальных, с глуби-
ной приближаясь к z . 

Соотношение между горизонтальны-
ми x  и вертикальными z  напряжениями 
в нетронутом горном массиве было названо 
коэффициентом бокового распора   
 1.x z     (1) 

Своды естественного равновесия (СЕР) 
возникали в условиях «малых глубин», ко-
гда коэффициент бокового распора отве-
чал неравенству  <1. Это вызывало появ-
ление в кровле и (или) почве выработки 
растягивающих напряжений, и происходи-
ло разрушение пород в виде трещин раз-
рыва (см. рис. 1, б). 

Главная особенность «больших» глубин 
разработки, где зачастую напряженное со-
стояние близко к гидростатическому 1  , 
состоит в том, что разрушение пород во-
круг выработок происходит от напряже-
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ний сжатия, приводящих к развитию тре-
щин сдвига. Последние появляются внача-
ле вблизи породного контура выработки, а 
затем распространяются далее в окру-
жающий массив и образуют зоны разру-
шения и запредельных деформаций (ЗЗД). 

Большинство ранее предложенных гео-
механических моделей разрушения и де-
формирования пород вокруг горных выра-
боток базировались примерно на одинако-
вых предпосылках и расчетных схе-
мах (рис. 1, в). А именно, в нетронутом 
горном массиве действует гидростатиче-
ское исходное поле напряжений от веса 
вышележащих пород  
 , 1.x y z H         (2) 

где γ — плотность горных пород, кг/м3; 
Н — глубина расположения горной вы-

работки, м. 
Вокруг круглой выработки при 1   

возникает осесимметричное плоско де-
формированное упругое поле напряжений 
в виде радиальной r  и окружной (тан-
генциальной)   компонент (см. рис. 1, в).  

Расчетные формулы, полученные реше-
нием краевых осесимметричных задач при 
разных математических моделях массива 
пород, систематизированы в таблице 1.  

Если постулировать, что порода в ЗЗД 
после разрушения становится близкой по 
свойствам к сыпучей среде, то ее проч-
ность равна нулю   0с r  , и получаем 
решение Р. Феннера. При допущении, что 
прочность внутри ЗЗД постоянна 

 с r Const  , получаем решение 
А. Лабасса, а пластичная среда была ис-
следована в известной задаче 
А. Галина (табл. 1). 

Анализ всех этих моделей показывает, 
что им присущ общий существенный не-
достаток — в них предполагается, что 
внутри ЗЗД породы однородны, т. е. после 
разрушения их прочностные свойства по-
стоянны и не изменяются вдоль радиуса по 
мере удаления от контура выработки до 
границы ЗЗД. Такое несоответствие рас-
четных схем реальному поведению пород 
в ЗЗД приводит к необъяснимо большому 
разбросу расчетных радиусов зон разру-
шения и смещений пород для различных 
принятых ранее моделей их поведения. 

На самом деле внутри ЗЗД прочность 
разрушенных пород весьма изменчива: она 
минимальна на контуре выработки и по-
степенно возрастает по мере приближения 
к внешней границе ЗЗД.  

 

Рисунок 1 — Расчетные схемы ПГД вокруг выработки:  
а) напряжения в массиве горных пород; б) свод естественного равновесия СЕР;  

в) зона запредельных деформаций ЗЗД 
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Таблица 1  
Параметры ЗЗД вокруг горной выработки для разных моделей горных пород 

Модель среды в ЗНД 
Напряжения в ЗНД 

*а r r   
Радиус ЗНД *r  и смещения 

пород и в ЗНД 
1. Сыпучая 

0n rF A     
(Р. Феннер) 

1A

r
rq
a




   
 

 

1ArAq
a


   
 

 

 
 

1
1

*
2

1
Apr a

A q
 

    
 

 
1

* *
2

A

r
rru p

G r



    
 

 

2. Идеально-пластичная 
2 0n rF k      lnr

rq k
a

    

ln 2rq k k
a     

* exp
2

p k qr a
k

 



 

* 2
*

2
rp ru

G r


   

3. Идеально-связная 
0n r cжF A       

(А. Лабасс) 
 

1A

r
rq c c
a




    
 

 

 
1ArA q c c

a


    
 

 

 
  

 
1

1
*

2
1

Ap c
r a

A q c
 

     
 

1*
*

2

A
rp ru r

G r
     

 
 

4. Связная, после 
разрушения — сыпучая 

0n rF A     
(проф. Ю. М. Либерман) 

1A

r
rq
a




   
 

 

1ArA
a


   
 

 

 
 

1
1

*
2

1
Aсжpr a

A q
  

    
 

1*
*

2

A
rp ru r

G r
     

 
 

Примечание: а — радиус выработки, р = γН — давление пород; q — отпор крепи; A = (1 + Sinρ) / (1 – Sinρ); 
c, G — сцепление и модуль сдвига пород; r*, σr

* — радиус границы ЗЗД и радиальное напряжение на ней; 
u — смещения пород на контуре выработки. 

 
Поэтому целесообразно получить в ка-

честве исходной модели поведения пород 
в ЗЗД новое решение, где этот принципи-
альный недостаток будет устранен. Только 
тогда можно принять это решение в каче-
стве исходного — порождающего. Оно 
может служить основой для последова-
тельного отказа от принятых в ней идеали-
заций, главной из которых следует считать 
осесимметричность. Остальные расчетные 
схемы, где не учитывается радиальная не-
однородность прочности частично разру-
шенных пород в ЗЗД, будут охватываться 
предложенным порождающим решением 
как частные случаи. 

3 Получение порождающего решения 
задачи об образовании ЗЗД 

Пусть горная выработка круглой формы 
радиуса r0 расположена на глубине Н. Ис-
ходное напряженное состояние массива 
является гидростатическим, тогда все ком-
поненты тензора напряжений равны дав-
лению р вышележащей толщи пород. Так, 
для произвольно расположенной в массиве 
декартовой системы координат x, y, z для 
напряжений будет соблюдаться равенст-
во (рис. 1, в) 

 ,x y z p      (3) 
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где р — давление вышележащей толщи 
горных пород , Паp Н ; 

  — усредненный по всей глубине Н  
объемный вес пород, 25  кН/м3. 

На достаточно удаленном расстоянии от 
забоя протяженной выработки (не менее 
3…4 ее радиусов r0) массив находится в 
плоско деформированном состоянии. Если 
направить ось z по вертикали, ось у по го-
ризонтали и ось х вдоль оси выработки, то 
в окрестности выработки деформации по-
род удовлетворяют равенствам x Const  , 

y , z Var  . 
Введем полярную систему координат 

,r   с началом 0r   в центре выработ-
ки (см. рис. 1, в). Задача состоит в опреде-
лении напряженно-деформированного со-
стояния пород при образовании зоны за-
предельных деформаций вокруг выработ-
ки, на контуре которой установлена подат-
ливая крепь с постоянным отпором, рав-
ным q Const . 

До образования ЗЗД вокруг горной вы-
работки действует упругое поле напряже-
ний по известному из теории упругости 
закону (в полярной системе коорди-
нат ,r  ) для области 0r r    

  
2

0 ; 0;r
r

rp p q
r 







      

 
  (4) 

где r ,   и r  — радиальное, тан-
генциальное (окружное) и касательное на-
пряжения вокруг выработки.  

При осевой симметрии нормальные на-
пряжения являются главными, причем тан-
генциальное 1   является максималь-
ным, а радиальное 3r   — минималь-
ным. 

Если прочность горных пород с  на 
контуре горной выработки окажется 
меньше действующих напряжений (4), 
возникает ЗЗД, где породы полностью или 
частично разрушены, т. е. возникает проч-
ностная неоднородность.  

Для решения задачи о распределении 
напряжений r ,   в кольцевой ЗЗД во-
круг круглой горной выработки радиу-
са 0r , в которой установлена крепь посто-
янного сопротивления q , необходимо ре-
шить систему из двух уравнений: 

а) уравнение равновесия в полярной сис-
теме координат ,r   при осевой симметрии 

 0

0;

0; ,

rr

r z

d
r r

r r r





 




 

  
 (5) 

где zr  — радиус ЗЗД вокруг выработки, 
подлежащий определению; 

б) уравнение состояния (прочности) 
разрушенной горной породы внутри ЗЗД 
при  0 zr r r  , которое принимаем в виде 
линейного паспорта прочности 
 r ck     , (6) 

где с  — показатель прочности пород в 
ЗЗД на одноосное сжатие с учетом мас-
штабного фактора; 

k  — коэффициент угла внутреннего 
трения пород, равный 

   1 Sin / 1 Sin , 0 3k k       ; 
где   — угол внутреннего трения по-

род, град., 0 30   . 
На уравнении (6), несмотря на его ка-

жущуюся простоту, следует остановиться 
подробнее ввиду его высокой важности. В 
отличие от всех ранее выполненных по-
становок подобных задач (см. табл. 1), ко-
гда прочность пород внутри ЗЗД всегда 
считали постоянной  с r Const  , мы от-
казываемся от такого упрощения.  

На основании изучения поведения пород 
при запредельном деформировании, при-
шло понимание, что на самом деле проч-
ность породы в ЗЗД с  изменяется вдоль 
радиуса от минимальной на контуре горной 
выработки до исходной (ненарушенной) на 
границе между ЗЗД и упругой зоной.  
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Вся сложность математической модели 
о развитии проявлений горного давления 
вокруг горной выработки состоит в пра-
вильном отражении этой важнейшей зако-
номерности.  

Теоретическими и экспериментальными 
исследованиями запредельного деформи-
рования и разрушения материалов и гор-
ных пород при их объемном нагружении в 
стабилометрах доказано, что изменение их 
прочности на ниспадающей ветви диа-
граммы полностью контролируется боко-
вым подпором, т. е. минимальной компо-
нентой объемного нагружения [6, 7 и др.].  

Такая закономерность хорошо прослежи-
вается на рисунке 2, где приведены резуль-
таты испытаний образцов угля при их мно-
гокомпонентном нагружении в стабиломет-
ре. Графики запредельного поведения угля в 
координатах «деформация — напряжение» 

1 1   при разных значениях бокового дав-
ления 3  показывают почти прямо пропор-
циональную зависимость 1  от уровня ми-
нимального напряжения 3  (рис. 2).  

Поэтому вполне обоснованно можно 
полагать, что остаточная прочность пород 

 с r  вдоль радиуса r в ЗЗД пропорцио-
нальна минимальной компоненте напря-
женного состояния, т. е. радиальному на-
пряжению r . В первом, достаточно при-
емлемом приближении вполне допустимо 
принять эту зависимость линейной 

  c c rr k  , (7) 

где ck  — коэффициент сопротивления 
пород горному давлению, зависящий от 
условий разрушения пород внутри ЗЗД и 
определяемый из граничных условий раз-
вития области разрушения пород вокруг 
горной выработки. 

Подставляя (7) в (6), получим искомое 
уравнение условия прочности пород в ЗЗД 

 
 

  .

r c r c r

c r

k r k k

k k

  



    



    

 
 (8) 

 

Рисунок 2 Диаграмма испытаний угля при 
трехосном сжатии (по данным ВНИМИ [6]) 

После подстановки (8) в исходное диф-
ференциальное уравнение равновесия (5) и 
его интегрирования с учетом граничного 
условия (при 0r r  )r q   получим зна-
чения напряжений внутри ЗЗД 

 
 

 
0 0

0

, 1 ,

0, ,

r

r z

r rq q
r r

r r r

 





  



   
     

   
  

 (9) 

где 1ck k     — коэффициент, учи-
тывающий сопротивление разрушению и 
суммирующий влияние коэффициентов pk , 

ck , он показывает степень сопротивления 
породы развитию ЗЗД вокруг выработки. 

Чтобы найти граничный радиус ЗЗД zr , 
воспользуемся условием равенства ради-
альных r  и тангенциальных   напря-
жений по обе стороны границы ЗЗД zr r , 
которые следует определить по уравнени-
ям (4) и (9). После несложных преобразо-
ваний получим искомую зависимость 

   

11

0 0
22 .

2 1
c

z
ppr r r

q k q








      
     

(10) 

Для определения значения коэффици-
ента сопротивления ck  воспользуемся до-



ISSN 2077-1738. Сборник научных трудов ГОУ ВО ЛНР «ДонГТИ» 2020. № 20 (63) 

НАУКИ О ЗЕМЛЕ 

11 

полнительным условием, требующим, 
чтобы на границе с упругой областью 
прочность пород была равна исходному 
своему значению в массиве, т. е. 

   c z c c r zr k r    . Используя выра-
жение (10), получим для коэффициента 
сопротивления ck  и коэффициента разру-
шения   удобные формулы для определе-
ния по исходным данным 

 

 

 

1 ;
2

1
2 .

2

c
c

c

c

c

k k
p

k p

p













 


 




 (11) 

Из (11) можно установить пределы воз-
можного изменения установленных коэф-
фициентов. Так, эти пределы равны: 
0 ck    для коэффициента сопротивле-
ния и 1k      для коэффициента ус-
тойчивости μ, где нижний предел получен 
для сыпучей среды 0c  , а верхний (при 
отсутствии ПГД в выработке) для обоих 
случаев одинаков и достигается при 
2 0cp   , т. е. когда ЗЗД не образуется. 

Чтобы получить распределение напря-
жений вокруг выработки за пределами ЗЗД 
при zr r , используем известное решение 
теории упругости о напряжениях в окрест-
ности подкрепленных круглых отверстий.  

За контур отверстия мы принимаем гра-
ницу ЗЗД zr , на которой действует ради-
альное напряжение rz , а его определим 
из ранее полученной зависимости (9) при 

zr r . Подставляя (10) в (9), получим для 
радиального подпора на границе zr  

 0

22
2 1

при ( ).

cz
rz

z

pr pq
r k

r r









  

      


 (12) 

Подставляя в (4) вместо отпора крепи q 
значение rz  из (12) и zr  вместо началь-

ного радиуса выработки 0r , получим ис-
комое распределение упругих напряжений 
за пределами ЗЗД 

 

 

2
1 ;

2

0; .

r z

r z

rp
r

r r





 
 



            
   


 (13) 

Это распределение напряжений при 
возрастании радиуса r   асимптотиче-
ски стремится к уровню исходного напря-
женного состояния массива пород 

r p   . На границе ЗЗД сохраняется 
непрерывность радиальных и тангенци-
альных напряжений и смещений. 

Более того, оказывается, что радиальное 
напряжение rz  на границе ЗЗД не зависит 
от размеров выработки и отпора q уста-
новленной в ней крепи. А если из уравне-
ния (9) мы найдем такое значение отпора 
крепи, при котором ЗЗД не образуется, 
т. е. 0zr r , то это будет не что иное, как 
требуемая величина отпора (грузонесущей 
способности) идеально жесткой крепи, 
совпадающая с (12) 

 0
22 , ,

2 1
c

z rz z
ppq r r
k







   
 

(14) 

где zq  — минимальное значение отпора 
жесткой крепи, устанавливаемой в горной 
выработке, которое предотвращает воз-
никновение ЗЗД. 

Зависимость (14) дает верхнюю теоре-
тическую границу для выбора отпора q  
жесткой крепи в горной выработке, кото-
рая прямо зависит только от исходного 
поля напряжений и от коэффициента ус-
тойчивости µ. Если порода не обладает 
прочностью, т. е. является идеально сыпу-
чей средой, тогда 0ck   и коэффициент 
устойчивости принимает минимальное 
значение 

2Sin1 .
1 Sin

k



  

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Нижнюю границу отпора для податли-
вой крепи можно считать минимальной 
грузонесущей способностью mq , при воз-
никновении ЗЗД она всегда должна быть 
больше нуля 0mq  . При образовании ЗЗД 
горная выработка без крепи существовать 
не может и будет полностью разрушена, 
т. е. произойдет «завал» выработки. 

Таким образом, нами получено порож-
дающее решение осесимметричной пло-
ской упругопластической задачи для нахо-
дящейся в изотропном, гидростатически 
нагруженном массиве круглой выработки 
с равномерным отпором крепи.  

Важным новым отличием решения яв-
ляется учет прочностной неоднородности 
при разрушении пород: в пределах ЗЗД 
прочность частично разрушенных пород 
(разупрочнения) изменяется прямо про-
порционально радиальным напряжениям. 
Такая предложенная закономерность орга-
нически вытекает из поведения пород на 
ниспадающей ветви диаграммы нагруже-
ния, т. е. имеет убедительное эксперимен-
тальное обоснование. 

Это позволило значительно улучшить 
учет особенностей реальных процессов 
разрушения пород в ЗЗД и стать достаточно 
достоверным базисом для дальнейших по-
строений расчетных методов прогноза про-
явлений горного давления в выработках. 

4 Исследование закономерностей влияния 
неосесимметричных факторов на ПГД 

Основная идея решения неосесимет-
ричного класса задач горной геомеханики 
состояла в следующем. Исследование за-
кономерностей влияния неосесимметрич-
ных факторов на форму и размеры зоны 
неупругих деформаций производилось 
асимптотическим методом малого пара-
метра путем последовательного отказа от 
принятых в порождающем решении (7–9) 
идеализаций расчетной схемы, которые, 
хотя и являются общепринятыми в подоб-
ного рода решениях, заметно снижают 
достоверность результатов расчетов. 

Исследуемый неосесимметричный фак-
тор вводился в порождающее решение с 
помощью малого параметра, как правило, 
в виде комплексного ряда Фурье. Сначала 
рассматривалось статическое равновесие 
пластической области вокруг отверстия в 
соответствии с уравнениями равновесия 
при плоской деформации в полярной сис-
теме координат 

1
, ,

1
, ,

( ) sin ,

( 2 ) cos ,

r r r r r

r r r r

r

r
  

   

      

     





    

   
 

где запятой обозначено дифференциро-
вание, а r  — малый параметр при учете 
сил гравитации. 

Напряжения в пластической области 
представляли рядами по степеням малого 
параметра 

 ( )

0
, ( , )kk

ij ij
k

ij r   



   (15) 

и выражали через функцию напряжений 
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 



 

  
 (16) 

которая, в свою очередь, также вводилась 
в виде ряда разложения по степеням мало-
го параметра из дифференциальных урав-
нений в частных производных второго или 
третьего порядка.  

Решения этих дифференциальных урав-
нений получали в бесконечных рядах, ком-
плексные коэффициенты которых опреде-
ляли из граничных условий задачи. Затем 
задачу сводили к отысканию границы ЗЗД 
и функций Н. И. Мусхелишвили, голо-
морфных во всей плоскости вне границы и 
непрерывных вплоть до нее. Граничные 
значения этих функций определяли по 
функции в пластической области. 

Конформно отображая внешность гра-
ницы ЗЗД на внешность единичного круга с 
помощью функции в виде ряда по степеням 
малого параметра, воспользовавшись зна-
чениями функций Н. И. Мусхелишвили на 
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бесконечности и теоремой Ж. Лиувилля, 
определили искомые функции и неизвест-
ные коэффициенты к ним, характеризую-
щие форму упругопластической границы. 

Используя принцип суперпозиции, дейст-
вительный при учете первых степеней раз-
ложения по малому параметру, получили 
обобщенную формулу для определения кон-
фигурации ЗЗД с учетом всех действующих 
неосесимметричных факторов (табл. 2). 

5 ( ) 1
*

1 0
( ) ( )ji j k

j k
j k

z r e      




 
     , (17) 

где  — аффикс единичной окружности; 
i  — мнимая единица; 

j  — малый параметр, соответствую-
щий j-му фактору; 

j  — угол отклонения оси симметрии j-го 
фактора от вертикали; 

( )j
k  — коэффициент искажения формы 

ЗЗД для j-го фактора. 
Решения неосесимметричных задач по-

лучены в достаточно общем виде для гор-
ных пород с ниспадающей ветвью диа-
граммы нагружения, а как частные слу-
чаи — для идеально пластичных материа-
лов и сыпучих сред. 

Общее качественное представление о 
влиянии изученных факторов на форму 
ЗЗД можно получить по рисунку 3, а коли-
чественный анализ показал следующее 
(см. табл. 2): 

1. Негидростатичность исходного поля 
напряжений была учтена с помощью ре-
шения упругопластической задачи по ме-
тоду, предложенному проф. А. Г. Прото-
сеней (1972 г.). ЗЗД принимает форму эл-
липса, вытянутого по направлению дейст-
вия минимального главного напряжения. 

2. Прочностная анизотропия и неодно-
родность пород резко проявляется в слои-
стых массивах при наличии ориентиро-
ванных систем трещин, ослаблений и не-
однородных включений, а ее аналитиче-
ское представление получено разложением 
удельной силы сцепления породы в ком-

плексный ряд Фурье по окружному на-
правлению. Коэффициенты разложения в 
ряд Фурье можно получить из полярных 
диаграмм прочности породы, построен-
ных, например, с помощью портативного 
прибора для экспресс-испытаний горных 
пород ППЭИ-2м. 

Форма ЗЗД представляет собой цилинд-
рическую поверхность с сечением, боль-
шая ось которой вытянута перпендикуляр-
но напластованию горных пород. Степень 
«отклика» границы ЗЗД на возмущающее 
влияние прочностной анизотропии быстро 
затухает с возрастанием номера гармоники 
при разложении функции прочности в 
комплексный ряд Фурье. Поэтому в прак-
тических расчетах есть смысл рассматри-
вать гармоники не выше третьего или чет-
вертого порядка. 

При номере гармоники k = 1 прочност-
ная анизотропия пород приобретает осо-
бый физический смысл прочностной неод-
нородности, под которой понимается из-
менение средневзвешенной прочности по-
род вокруг выработки по полярному углу. 
Решение позволяет оценить амплитуду 
конгруэнтного сдвига ЗЗД в сторону пород 
с пониженной прочностью. Степень влия-
ния прочностной неоднородности весьма 
ощутима. 

 

Рисунок 3 Изменения конфигурации ЗЗД 
под влиянием различных неосесимметричных 

факторов 
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3. При значительном развитии ЗЗД во-
круг выработки собственный вес среды в 
пластической области приводит при малых 
значениях отпора крепи к сдвигу границы 
ЗЗД вверх по отвесной линии. Количест-
венная оценка этого эффекта методом ма-
лого параметра для критической ситуации 
(обрушение пород) не вполне пригодна. 
Поэтому получена оценка сверху, позво-
ляющая вычислить эффективный отпор 
крепи в кровле (–) и в почве (+) выработки 

радиуса a, закрепленной крепью с конст-
руктивным отпором q 

 
1

aq q 



 


. (18) 

Зависимость (18) дает очень важную в 
практическом отношении оценку мини-
мальной грузонесущей способности крепи, 
устанавливаемой в выработке.  

Таблица 2 
Исследование формы зоны запредельных деформаций (ЗЗД) вокруг выработки 

Возмущающий фактор и его аналитическое  
представление Коэффициент формы границы ЗЗД 

Разнокомпонентность (негидростатичность) 
исходного поля напряжений массива горных пород с 

коэффициентом бокового распора 1   
(1)
2

1 (2 )
1

 



 


 

Анизотропию и неоднородность прочностных свойств 
пород вокруг горной выработки учтем через 

переменную удельную силу сцепления 

 2
1( ) 1 ( ) ;

1
Ac f

A


  
 

 


 

( ) ik
kf e  




   

(2)
2

12
( 1)( 2)

( 2 )

k
k

k
k k

A
k

Re r


  

  



 
  

 

 
 

Массовые силы в зоне запредельных деформаций 
учитываем в виде дифференциального уравнения 

1
, , 3( ) sinr r r rr               

(3)
1

( 1) ( 2)
2 ( 2) (2 1)

a
q r

  


   

  


  
; 

1
aq q 




 


 

Переменный отпор крепи по контуру горной 
выработки выразим в виде нормальных и касательных 

к контуру усилий 

ik
kN f e 




  ; ik

ke  



  ; 
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fk Re M r
p







    

Некруговая (произвольная) форма контура выработки 
как функция текущего угла θ 

0 5 51 ( ) 1 ik
kr f w e   




     ; 

1 ( ) ik
kw f e d
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
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
   
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2
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4. Взаимодействие крепи с массивом 
при неравномерном ее отпоре удобно 
представить в виде вектора поверхностных 
усилий, разлагая нормальную и касатель-
ную его компоненты в ряд Фурье. При не-
равномерном отпоре крепи установлены 
следующие закономерности:  

а) граница ЗЗД ближе к контуру выра-
ботки там, где вектор поверхностных уси-
лий больше;  

б) чем больше радиус ЗЗД, тем меньше 
влияние неравномерности отпора; 

в) чем выше порядковый номер гармо-
ники неравномерности отпора, тем меньше 
ее влияние на форму ЗЗД, что позволяет 
ограничиваться первыми тремя гармони-
ками разложения вектора в ряд Фурье. 

5. Учет некруговой формы отверстия 
показал, что граница ЗЗД в основном 
стремится повторить форму выработки и 
по мере роста ЗЗД довольно быстро при-
ближается к круговой форме.  

Исходя из особенности поведения ре-
шения, можно учесть возмущение контура 
выработки гармониками не выше четвер-
того порядка, чего вполне достаточно для 
практических расчетов. Область пригод-
ности решения ограничена случаем грани-
цы ЗЗД и контура выработки. 

Выполняя обобщение результатов ис-
следований в этом направлении, можно 
заключить, что изученные факторы суще-
ственно различаются по своему влиянию 
на ЗЗД. Наиболее «дальнодействующими», 
а потому и важнейшими, являются разно-
компонентность исходного поля напряже-
ния массива и прочностная анизотропия 
горных пород. 

Неравномерность отпора крепи и некру-
говой контур выработки заметно сказыва-
ются на форме ЗЗД лишь при незначитель-
ном ее развитии, и их влияние быстро (по 
степенному закону) затухает по мере роста 
радиуса ЗЗД, что позволяет назвать их фак-
торами «ближнего действия». Массовые 
силы в ЗЗД следует учитывать при незна-
чительном конструктивном отпоре крепи и 
достаточном развитии ЗЗД. 

Полученные 1…5 закономерности по-
зволяют с учетом конкретных горно-
геологических и горнотехнических усло-
вий нахождения горной выработки про-
гнозировать не только качественные, но и 
количественные показатели и особенности 
ПГД в выработках, что обеспечит надеж-
ность и долговечность их эксплуатации, 
повысит безопасность работ и снизит не-
оправданные издержки на их крепление, 
поддержание и ремонт, повысит эффек-
тивность подземных работ. Важным на-
правлением дальнейших исследований 
становится пересмотр существующих и 
разработка новых отраслевых норматив-
ных документов с учетом полученных на-
учных результатов по прогнозированию 
ПГД в выработках, расположенных на 
больших глубинах разработки и находя-
щихся в сложных горно-геологических ус-
ловиях. 

Выводы 
Проведенные исследования позволили 

получить следующие новые научные ре-
зультаты: 

1. В настоящее время надежность и дос-
товерность расчетных методов прогноза 
ПГД в выработках недостаточна, что во 
многом обусловлено несовершенством и 
примитивизмом принятых расчетных мо-
делей. 

2. Главным недостатком существующих 
модельных представлений и принятых 
идеализаций можно считать принимаемую 
по умолчанию гипотезу о неизменности 
прочностных свойств пород внутри ЗЗД и 
отсутствие учета влияния неосесиммет-
ричных факторов на размеры и конфигу-
рацию ЗЗД. 

3. На основании изучения поведения 
пород при запредельном деформировании 
впервые сформулирована и доказана зако-
номерность о линейной зависимости в ЗЗД 
прочности от радиальной компоненты тен-
зора напряжений. 

4. Впервые решена краевая задача о рав-
новесии ЗЗД вокруг выработки с учетом 
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радиальной прочностной неоднородности 
пород и получено порождающее решение о 
размерах ЗЗД и распределении напряжений 
в породном массиве вокруг одиночной про-
тяженной горной выработки. 

5. На основе полученного порождающе-
го решения упругопластической задачи 
впервые сформулирован и решен с приме-
нением метода малого параметра ряд не-
осесимметричных задач горной геомеха-
ники, установлены закономерности влия-
ния на конфигурацию и размеры ЗЗД ос-
новных горнотехнических факторов: не-
гидростатичности исходного поля напря-
жений, прочностной анизотропии и неод-
нородности горных пород, некруговой 
форма выработки, сил гравитации пород 
внутри ЗЗД. 

6. Изучено влияние на конфигурацию 
ЗЗД различных неосесимметричных фак-
торов, произведена их сравнительная 
оценка и сопоставление. Показано, что 
наиболее «дальнодействующими» являют-
ся негидростатичность исходного поля на-
пряжений и прочностная неоднородность 
пород, менее значимо проявляются некру-
говая форма выработки и вес разрушенных 
пород в ЗЗД, а влияние отпора крепи тем 
больше, чем он ближе к критическому 
своему значению. 

7. Дальнейшие исследования должны 
быть направлены на поиск новых расчет-
ных методов прогноза ПГД с целью пере-
смотра существующих и разработки новых 
отраслевых нормативных документов с 
учетом полученных научных результатов. 
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Prof. Litvinsky G. G. (DonSTI, Alchevsk, LPR) 
DIMENSIONS AND CONFIGURATION OF THE ZONE OF EXTREME DEFORMATIONS 
AROUND THE WORKING 

The article is aimed at increasing the reliability and further development of methods for predicting 
the manifestations of rock pressure in underground workings during the formation of the extreme de-
formation zones (EDZ). For the first time, a generating solution of boundary problem of the equilibrium 
destroyed rocks around mine workings is obtained, considering the radial strength inhomogeneity of 
rocks that occurs in EDZ. It is shown that the strength of destroyed rocks in EDZ linearly depends on 
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the radial (minimum) component of the stress tensor. By the small parameter method there has been 
resolved a number of nonaxisymmetric problems of geomechanics, as well the regularities of influence 
on configuration and size of major EDZ mining factors were determined. The results will be useful in 
developing new methods for predicting rock pressure and reviewing regulatory materials for ensuring 
the stability of workings. 

Key words: mine working, rock pressure, extreme deformations, calculation methods, rock stability, 
destroy zone configuration, strength heterogeneity, nonaxisymmetric factors. 


