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МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА ИНДУКЦИОННОГО  
НАГРЕВА НЕПОДВИЖНОЙ МЕДНОЙ ЗАГОТОВКИ 

Показано, что в модели тепловых процессов индукционного нагрева цилиндрическая заготов-
ка может быть представлена как система четырех тел. Разработана методика определения 
параметров линейной упрощенной тепловой модели в пространстве состояний. Процессы изме-
нения температуры заготовки, полученные на упрощенной модели, с достаточной точностью 
совпадают с процессами, полученными на конечно-элементной модели, реализованной в муль-
тифизическом пакете программ Comsol. 
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В настоящее время индукционный спо-
соб нагрева металлических заготовок перед 
обработкой получает все большее приме-
нение ввиду его известных преиму-
ществ [1]. Перед технологическими опера-
циями пластической деформации заготовок 
цветных металлов и сплавов требования к 
их температурному состоянию чаще всего 
сводятся к условию равномерного нагрева 
до требуемой температуры с заданной точ-
ностью [2]. В некоторых случаях необхо-
димо обеспечить определенный темпера-
турный градиент по длине слитка перед 
прессованием [3]. Современный уровень 
мультифизических программных паке-
тов [4, 5] позволяет решить задачу энерго-
эффективной прецизионной термообрабо-
тки в установках индукционного нагрева 
еще на этапе проектирования. Реализация 
оптимизированных комплексов индукци-
онного нагрева подразумевает решение 
двух классов задач: конструирования [6] и 
формирования управления [7, 8]. 

Для поиска управления желательно 
иметь математическое описание объекта 
управления, а для большинства классов 
управлений в замкнутых системах это про-
сто необходимо. Математическое описание 
процессов нагрева системы «индуктор —

заготовка» (ИЗ) во времени можно осуще-
ствить двумя подходами: 1) как решение 
полевой задачи методами конечных эле-
ментов; 2) представив заготовку в виде не-
скольких сосредоточенных масс, принятое 
тепловое состояние и взаимодействие ко-
торых отражается тепловой схемой заме-
щения. Модель, построенная по первому 
подходу, — пространственно-временная 
модель (ПВМ) — является наиболее точ-
ной, однако не является описанием систе-
мы «ИЗ», удобным для синтеза управле-
ний. Описание же по второму подходу 
наиболее удобно для использования в ка-
честве описания системы «ИЗ» как объек-
та управления. В этом подходе непосред-
ственно не решается пространственная 
электромагнитная задача, а только дина-
мическая тепловая для небольшого коли-
чества тел. В результате описание тепло-
вых процессов в заготовке представляет 
собой систему дифференциальных урав-
нений, которую наиболее удобно записы-
вать в форме Коши — описание в про-
странстве состояний [9]. Данное описание 
будем называть моделью в пространстве 
состояний (МПС). Число уравнений МПС 
равно количеству условных тел, на которые 
разделена заготовка. МПС удобна также 
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для синтеза наблюдателей температурного 
состояния заготовки, которых можно ис-
пользовать в системах управления. Основ-
ные преимущества МПС по сравнению с 
ПВМ определяются отсутствием расчета 
процессов в пространстве и проявляются в 
существенном ускорении процессов расче-
та и пониженных требованиях к быстро-
действию и объему памяти расчетного уст-
ройства, что позволяет реализовывать МПС 
«в железе» непосредственно в установках 
индукционного нагрева. 

Цель исследований — определение па-
раметров тепловой схемы замещения систе-
мы «ИЗ» при индукционном нагреве непод-
вижной заготовки. Математически задача 
состоит в определении параметров МФК. 

Объект исследования — процесс ин-
дукционного нагрева неподвижной медной 
заготовки. 

Предмет исследования — математиче-
ская модель процесса индукционного на-
грева неподвижной медной заготовки. 

Задачи исследования:  
– исследование процессов изменения 

температуры заготовки на конечноэлемент-
ной пространственно-временной модели; 

– определение параметров линейной те-
пловой модели системы «индуктор —
заготовка» при индукционном нагреве не-
подвижной медной заготовки. 

Для процессов изменения температуры 
в характерных точках симметричной заго-
товки (на поверхности и на оси), получен-
ных на пространственно-временной моде-
ли, разрешаемой методом конечных 
элементов, определяются параметры ли-
нейной временной модели представления 
заготовки четырьмя телами, между кото-
рыми происходит теплообмен. Коэффици-
енты линейной модели определяются ме-
тодом наименьших квадратов.  

Разнообразие конструкций индукторов, 
форм и материалов заготовок, технологий 
нагрева не позволяет создать универсаль-
ную модель для исследования процессов 
нагрева. Поэтому конечно-элементные мо-
дели также создаются для конкретной гео-

метрии индукторов и заготовок. Соответ-
ственно, универсального описания во 
времени тепловых процессов в системе 
«ИЗ» получить невозможно. 

Рассмотрим методику получения тепло-
вой временной модели нагрева на примере 
неподвижной цилиндрической заготовки в 
цилиндрическом индукторе. Заготовка име-
ет следующие параметры: материал — медь; 
диаметр — 220 мм; длина — 500 мм. Ци-
линдрическая обмотка индуктора: внутрен-
ний диаметр — 270 мм; длина — 600 мм.  

С математической точки зрения задача 
состоит в определении коэффициентов 
системы дифференциальных уравнений, 
описывающих изменение температуры за-
готовки только в определенных, наиболее 
показательных ее точках, — определение 
параметров описания в пространстве со-
стояний. Причем процессы в МПС должны 
наиболее близко совпадать с процессами 
изменения температуры в этих точках, по-
лученными на ПВМ. Число уравнений 
равно числу точек. Таким образом, снача-
ла производится моделирование процесса 
нагрева на ПВМ, а затем для полученных 
процессов изменения температуры в тре-
буемых точках отыскиваются параметры 
МПС для уменьшенного числа точек. 

Рассмотрим ПВМ системы «ИЗ». Мо-
дель построена с такими допущениями: 
материал заготовки однороден и его теп-
лофизические свойства постоянны; футе-
ровка индуктора отсутствует; теплоотдача 
от заготовки происходит только в окру-
жающую среду — воздух, конвекционное 
движение которого отсутствует. Геомет-
рически индуктор и заготовка соосны.  

ПВМ процесса нагрева, решаемая с 
применением метода конечных элементов, 
реализована в программе Comsol 
Multiphysics 3.5a. При принятых геометрии 
индуктора и заготовки и их взаимном рас-
положении задача рассматривается как осе-
симметричная для тел вращения. Поэтому 
исследование можно произвести на  
2D-модели, задав соответствующие на-
стройки. Задача индукционного нагрева 
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является мультифизической — для ее ре-
шения подключаются два модуля: теплопе-
редачи и индукционных токов. Геометрия 
системы задается в виде осевого сечения 
согласно заданным размерам (рис. 1). Теп-
ловые процессы являются решением сле-
дующего уравнения для областей: 

 ( ) ,p s
TC k T Q q T
t

 
      


 (1) 

где   — плотность материала; pC  — 
удельная теплоемкость; Т — температура; 
k — теплопроводность; Q — удельная 
мощность нагрева; sq  — коэффициент аб-
сорбции. 

Вихревые токи в заготовке возникают 
как реакция на переменное магнитное по-
ле, создаваемое током индуктора. Поэтому 
электромагнитная задача решается как 
квазистатическая для токов, протекающих 
перпендикулярно сечению заготовки. Вит-
ки индуктора представлены одним витком 
с соответствующей плотностью тока. 

По процессам, полученным в ПВМ, оп-
ределялась МПС, характеризующая изме-
нение температуры в четырех наиболее 
характерных точках (рис. 1): 1 — в сере-
дине заготовки на поверхности; 2 — в се-
редине заготовки на оси; 3 — на конце за-
готовки; 4 — в середине торцевой 
поверхности. Собственно, зная температу-
ры в этих точках, можно выделить участки 

заготовки с максимальным градиентом 
температуры и определить температурные 
напряжения, возникающие в заготовке. 

В данной статье рассматриваются про-
цессы в медной заготовке. Так как электро-
магнитные и теплофизические свойства 
меди существенно не зависят от температу-
ры, примем, что МПС имеет постоянные 
коэффициенты — МПС представляет собой 
систему линейных дифференциальных 
уравнений (ЛМПС). Параметры ЛМПС оп-
ределялись по процессам изменения темпе-
ратуры в четырех указанных точках, полу-
ченным при моделировании ПВМ. Для 
определения параметров использовались 
процессы нагрева (рис. 2, а) из начальной 
температуры 0 ºС при питании индуктора 
током частотой 500 Гц, уровнем, создаю-
щим намагничивающую силу 0,3 МА. При 
этом мощность, передаваемая заготовке, 
составляет 235 кВт. Собственно, значение 
тока индуктора подбиралось по требуемой 
производительности установки индукци-
онного нагрева. 

 

Рисунок 1 Геометрия системы  
«индуктор — заготовка» 
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Рисунок 2 Результаты моделирования процесса нагрева заготовки: 
а — ПВМ; б — сравнение результатов ПВМ и ЛМПС 
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Расчетная схема тепловой четырехэле-
ментной эквивалентной модели приведена 
на рисунке 3. Таким образом, тепловой эк-
вивалент заготовки представляет собой 
четыре тела, номера которых соответст-
вуют рассматриваемым узлам реальной 
заготовки. Каждое тело обладает теплоем-
костью ( C ); теплоотдачу ( A ) имеют тела, 
соответствующие точкам на поверхности 
заготовки (1, 3, 4); мощность нагрева (Q ) 
передается телам 1 и 3. Для упрощения 
математического описания принято, что 
теплообмен каждого тела происходит с 
двумя соседними, т. е. теплообмен между 
элементами, расположенными диагональ-
но (1–4 и 2–3) отсутствует. 

Уравнение теплового баланса системы 
четырех тел с принятыми тепловыми 
взаимодействиями имеет следующий вид: 

1
1 1 1 12 12 13 13 1

2
2 12 12 24 24

3
3 3 3 13 13 34 34 3

4
4 4 4 24 24 34 34

;

0;

;

0,

dT
C A T T T Q

dt
dTC T T
dt

dTC A T T T Q
dt
dTC A T T T
dt

 

 

 

 

     

    

     

     

 

где iT  — температура i -го тела; 

ikT  — разность температур тел i и k,  

ik i kT T T   . 

 

Рисунок 3 Расчетная схема тепловой модели 
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 (2) 

где ci , cik , iq  — параметры схемы 
замещения в преобразованном виде,  

( ) /ci i ik iA C   , /cik ik iC  , 
/i i iq Q C . 

Параметры в описании (2) необходимо 
определить таким образом, чтобы процессы, 
полученные по этому описанию, совпадали 
с результатами изменения температуры в 
ПВМ. Естественно, ввиду принятых допу-
щений, точного совпадения процессов в 
двух моделях получить невозможно. Поэто-
му математически задача определения 
ЛМПС будет звучать следующими образом: 
в описании (2) определить такие параметры 
( ci , cik ) и воздействия ( iq ), при которых в 
системе (2) будут иметь место переходные 
процессы, максимально совпадающие с 
процессами, полученными на ПВМ. 

Наиболее универсальным критерием 
несовпадения данных является средне-
квадратическое отклонение. Поэтому ис-
комые 10 неизвестных системы (2) опре-
делим методом наименьших квадратов, 
который обеспечивает минимизацию 
среднеквадратического отклонения. 

В качестве имеющихся данных исполь-
зуем векторы температур iT , полученные 
из ПВМ. Производные /idT dt  численно 
определим по соответствующим процес-
сам iT  следующим образом: 

1 1/ ( ) / (2 )i i idT dt T T t    , 

где t  — шаг расчета по времени в ПВМ. 
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Как видим, число значений производных 
на два меньше по отношению к количеству 
значений в процессах T(t). Особенностью 
определения параметров системы (2) явля-
ется ее вид: матрица состояния симмет-
ричная. Поэтому определять неизвестные 
по каждому уравнению отдельно, вне свя-
зи с другими уравнениями, нельзя. Иско-
мые параметры определяем методом наи-
меньших квадратов как нахождение десяти 
неизвестных коэффициентов уравнения 
множественной регрессии, которое, исходя 
из вида системы (2) и количества имею-
щихся данных, записывается в виде сле-
дующей системы 4 ∙ (п – 2) уравнений: 

 
1 12 13

2 24 3

34 4 1 3 ,

с c c

с c с

с с q q

  
  

 

  

   

    

1 2 3

4 5 6

7 8 9 10

x x x
x x x

x x x x y
 (3) 

где хi — векторы, сформированные из 
векторов температур, нулевых и единич-
ных векторов исходя из вида уравнений 
системы (2); у — вектор, сформированный 
из векторов производных от температур. 

Формирование векторов данных, урав-
нений (3) и их решение методом наимень-
ших квадратов реализовано в виде скрипт-
программы в MATLAB. В результате ре-
шения на базе процессов в ПВМ получены 
следующие значения параметров МПС: 

1 0,0796c   с–1; 2 0,0486c   с–1; 

3 0,0595c   с–1; 4 0,031c   с–1; 

12 0,043c   с–1; 13 0,0346c   с–1; 

24 0, 0056c   с–1; 34 0, 0251c   с–1; 

1 2,684q   ºС/с; 3 13,173q   ºС/с. 

Результаты моделирования процессов 
нагрева в модели с найденными парамет-
рами, совмещенные с результатами ПВМ, 
представлены на рисунке 2, б. Среднеквад-
ратичные отклонения между процессами 
составляют для процессов 1( )T t , 2 ( )T t , 

3 ( )T t , 4 ( )T t : 11,03º, 8,55º, 11,72º, 7,02º со-
ответственно. 

Сравним результаты работы двух моде-
лей при других значениях мощности на-
грева. В ПВМ изменение мощности реали-
зуется изменением значения тока 
индуктора, а в ЛМПС — пропорциональ-
ным изменением коэффициентов 1q  и 3q  
или же, при представлении ЛМПС с явным 
сигналом управления, изменением управ-
ляющего сигнала. На рисунке 4 представ-
лены процессы нагрева при мощностях 
417 кВт и 104 кВт на двух моделях. 

Среднеквадратичные отклонения между 
процессами в одинаковых точках при ука-
занных мощностях приведены в таблице 1. 

Таблица 1 
Среднеквадратичные отклонения 

Среднеквадратичное  
отклонение, градусов Мощность, 

кВт 
1 ( )T t  2 ( )T t  3 ( )T t  4 ( )T t  

417 17,3 10,0 21,7 5,17 
104 4,35 2,52 5,68 1,82 
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Рисунок 4 Сравнение процессов нагрева на моделях при мощностях: а — 417 кВт; б — 104 кВт 
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Тепловая модель цилиндрической заго-
товки, построенная по расчетной схеме, в 
которой не учитывается теплообмен между 
диагональными узлами, с достаточной точ-
ностью описывает процессы индукционно-
го нагрева. Линейная упрощенная модель в 
пространстве состояний, параметры кото-
рой определены на основе процессов, по-
лученных на пространственно-временной 

модели методом наименьших квадратов, 
может быть использована для исследова-
ния процессов нагрева при различных 
мощностях нагрева. 

Определение параметров модели на ос-
нове свойств материала заготовки и ее 
геометрии может являться предметом 
дальнейших исследований.  
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MODEL OF THE INDUCTION HEATING PROCESS OF A STATIONARY COPPER BILLET 

It is shown that in the model of thermal processes of induction heating, a cylindrical copper billet can 
be represented as a system of four bodies. A method for determining the parameters of a linear simplified 
thermal model in the state space has been developed. The processes of changing the temperature of the 
workpiece obtained on the simplified model coincide with the processes obtained on the finite-element 
model implemented in the Comsol multiphysical software package with sufficient accuracy. 

Key words: induction heating, inductor, space-time model, billet, linear model in the state space. 


